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AVERTISSEMENT 


POUR LA DOUZIÈME ÉDITION. 


Lx démonstration de la théorie des parallèles, 
telle qu’elle avait été présentée dans la 3° éditior 
de ‘cet ouvrage et dans’ les éditions suivants 
jusqu’à la 8° inclusivément, n'étant pas à l’ari 
de toute objection, on s'était déterminé dns 
la 9° édition à rétablin cétte théorie à-peuprès 
sur la même base qu'Euclide. Des réflgions 
ultérieures faites sur le même objet, doit on 
donnera le développement dans la note f, ont 
fait découvrir deux nouvelles manièresde dé- 
montrer le théorêmé sur les trois angle du tri- 
angle , sans le secours d'aucun postultum.'On 
a en conséquence inséré une de cé démon- 
strations dans le texte de cette dition, en 
choisissant celle qui s'éloigne le mois des idées 
ordinaires, et qui d’ailleurs ne senvle pas plus 
difficile à Ronde que celle jui avait été 
donnée dans les éditions précédentes, depuis 
la 3° jusqu’à la 8°. 

Un autre changement qui se fra remarquer 
dans cette édition , est relatif à L solidité de la 
pyramide triangulaire. On a rtabli cette dé- 
monstration à-peu-prés telle qu’elle avait été 
donnée dans la 1° édition de «es élémens, mais 
en profitant d’uneidée heureuse due à M. Querret, 
chef d'institution à Saint Malo; elle consiste à 
rendre égales les hauteurs dés prismes excédent 


8226956 


} , 
et déficient que l'on construit dans les deux 
pyramides comparées. Par ce moyen la démon- 
stration de la solidité de la pyramide paraît ré- 
duite au dernier degré de simplicité dont elle 
est susceptible. | 
Enfin , comme les tables trigonométriques 
onstruites suivant la division décimale du qua- 
Gant, ne sont pas aussi généralement répandues 
q& celles qui se rapportent à l’ancienne divi- 
si0\ de la circonférence, on a cru qu'il ne serait 
PaS\nutile de joindre aux exemples de calcul 
dons dans la trigonoméfrie, les résultats que 
fourirait l'usage des anciennes tables. 


* 


LE léteur qui voudra se borner, au moins 
dans un\ premiere lecture , aux simples élé- 
ments , P&t passer sans inconvénient les notes, 
appendicei, et généralement tout ce qui est 
imprimé € petits caracteres , comme étant 
moins utile hu exigeant une étude plus appro- 
fondie. Il réiendra ensuite sur ces objets, s'il 
le juge à proos, en choisissant ceux qui lui 
conviendrontile mieux , d’après l’avis d’un 
professeur écliré. 


N. B. Les nombtes mis en marge indiquent les propo- 
sitions auxquelles o} devra recourir pour l'intelligence des 
démonstrations. Un\seul nombre , comme 4, indique la 


proposition 1v du litre courant : deux nombres, 20. 3, 
indiquent la xx° pro 


sition du livre m1. Dans la Trigo- 
nométrie on a distingué les articles et les envois par des 
chiffres romains. 
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LIVRE PREMIER. 


LES PRINCIPES. 


DÉFINITIONS. 


LE L: Géométrie est une science qui a pour objet 
la mesure de l'étendue. 

L’étendue a trois dimensions , longueur, largeur 
et hauteur. 

IT. La aigne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités d’une ligne s ‘appellent points: le point 
n’a donc pas d’étendue. 

IIL. La Zigne droite. est le plus court chemin d’un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de 
lignes droites est une ligne courbe. 

Ainsi, AB est une ie droite, ACDB une ligne 
brisee ou composée de lignes otre et AEB est une 
ligne courbe. 


V. Surface est ce qui a longueur et urgeur, sans 
hauteur ou épaisseur. 


VI. Le plan est une surface, dans tbe pre= 


Douz, éd, I 
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fig. 1, 


fig. 2. 


fig. 20. 
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nant deux points à volonté, et joignant ces deux 
points par une ligne droite, cette ligne est toute en- 
tière. dans la surface. 
*. VIL. Toute surface qui n'est ni plane ni composée 
de surfaces planes est une surface courbe. 

VIII. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
,mensions de l'étendue. 

IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC, se ren- 
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont écartées l'une de l'autre, quant à leur position, 
s'appelle angle; le point de rencontre ou d’intersec- 
tion À est le sommet de l’angle; les lignes AB, AC, 


en sont les cotes. 
|  L'angle se désigne quelquefois par la lettre du 


sommet À lenont d’autres fois par trois lettres 


BAC ou CAB, ayant soin de mettre la lettre du sommet 


au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus- 
ceptibles d'addition, de soustraction, de multiplica- 
tion, et de division : ainsi l'angle DCE est la somme 
des deux angles DCB, BCE , et l'angle DCB est la dif- 
férence des deux angles DCE, BCE. 

_X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre 
droite‘CD, de telle sorte qué les angles adjacents BAC, 
BAD soient égaux entre eux, chacun de ces atetes 
s'appelle un angle droit; et ES ligne AB est dite Lis 
pendiculatre sur CD. 

XI. Tout angle BAC plus petit qu'un angle droit 
est un angle aigu ; tout angle plus grand DEF est un 
angle obtus.: 

XIT. Deux lignes sont dites or po : 
étant situées dans le même plan, elles ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge l'une 
et l'autre. Telles sont les lignes AB, CD. 
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XII. Figure plane est un plan terminé de toutes 
parts par des lignes. 

Si les lignes sont droites, l’espace qu'elles renfer- 
ment bell Jigure rectiligne ou polygone, et les 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
ou perimetre du polygone. 

XIV. Le polygone: de trois côtés est le plus simple 


de tous, il s'appelle sriangle; celui de quatre côtés 
s’appelle quadrilatere ; celui de cinq, pentagone ; celui 


de six, hexagone, etc. 
XV: “O4 appelle triangle équilatéral celui qui a ses 
trois côtés ÉgaUx ; wiangle isoscèle, celui dont deux 


fig. 6. 


fig. 7. 
fig. 8. 


côtés seulement sont égaux; triangle scalene, celui fig: 0. 


qui a ses trois côtés INÉgaux. 


XVI. Le triangle rectangle est celui qui a un shdle 


droit. Le côté opposé à l’angle droit s'appelle hppotés 
nuse : ainsi ABC est un triangle rectangle en À, le côté 
BC est son hypoténuse. 

XVIL Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le quarré, qui a ses côtés égaux et ses angles droits. 

Voyez la prop. xx, liv.1.) 

Le rectangle, qui a les angles droits sans avoir les 
côtés égaux. ( Voyez la même prop.) 

Le parallélogramme ou rhombe, qui a les côtés op- 
posés parallèles. 

Le losange, dont les côtés sont égaux sans que les 
angles soient droits. 

Enfin le érapeze, dont deux côtés seulement sont 
parallèles. 

X VIIL. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC. 

XIX. Polygone equilatéral est celui dont tous les 
côtés sont égaux; polygone équiangle , celui dont tous 
les angles sont égaux. 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 

I. 


fig. 10. 


fig. 11. 
fig. 12. 
fig. 13, 
fig. 14. 


fig. 15. 


fig. 42 
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lorsqu'ils ont les côtés égaux chacun à chacun, et 
placés dans le même ordre, c'est-à-dire, lorsqu'en 
suivant leurs contours dans un même sens, le premier 
côté de l’un est égal au premier de l’autre, le second 
de l’un au second de l’autre, le troisième au troisième, 
et ainsi de suite. On entend de même ce que signifient 
deux polygones equiangles entre eux. 

Dans l’un ou l’autre cas, les côtés égaux ou les 
angles égaux s'appellent côtés ou angles homologues. 


N. PB; Dans les quatre premiers livres il ne sera question que de 
figacss planes ou tracées sur une surface plane. 


Explication Hs termes et des signes. 


+ Axiome est une proposition, évidente par élle- 
même. 

Théorème est une vérité qui devient évidente au | 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Probleme est une question proposée qui exige une 
solution. 

Lemme est une vérité employée subsidiairement 
pour ladémonstration d'un théorème ou la solution 
d'un problème. | 
Le nom commun de proposition s'attribue indiffé- 
remment aux théorèmes, problèmes, et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d’une ou 
de plusieurs propositions. 0 

Scholie est une remarque sur une ou plusieurs. pro- 
positions précédentes, tendant à faire apercevoir leur 
liaison, leur utilité, leur restriction, ou leur exten- 
sion. 
Hypothese est une supposition faité . soit dans 
l'énoncé d'une proposition, soit dans le courant 
d'une démonstration. 
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Le signe — est Le signe de l'égalité ; ainsi l’expres- 
sion À —B signifie que À égale B. 

Pour exprimer que À est plus petit que B, on écrit 
À <B. . : 
Pour exprimer que À est plus grand que B, on écrit 
À > B. 

Le signe + se prononce plus ; il indique l'addition. 

Le signe — se prononce moins ; il indique la sous- 
traction : ainsi À + B représente la somme des quan- 
tités Aet B; À —B représente leur différence ou ce 
qui reste en Ôtant B de À ; de même A— B + C, ou 
A +-C—B, signifie que À et C doivent être ponte 
ensemble, et que B doit être retranché a tout. 

Le signe X indique la multiplication ; ainsi À x B 
repr ésente le produit de À multiplié par B. Au lieu du 
signe X on emploie quelquefois un point; ainsi À .B 
est la même chose que À X B. On indique aussi le 
même produit sans aucun signe intermédiaire par À B; 
mais il ne faut employer cette expression que lors- 
qu'on n'a pas en même temps à employer celle de la 
_ ligne AB distance des points A et B. 

L'expression À X (B+4-C — D )représente le:pr oduit 
de À par la quantité B +4 C — D. S'il fallait multiplier v 
A-+B par A —B + C, on indiquerait le produit ainsi 
(A+B) x (A —B + C); tout ce qui est renfermé 
entre parentheses est considéré comme une seule 
quantité. 


Un nombre mis au devant d'une ligne où d’une 
quantité, sert de multiplicateur à à cette ligne ou à cette 
quantité; ainsi, pour exprimer que la ligne AB est. 
prise trois fois, on écrit 3 A B ; pour désigner la moitié 
de l'angle À , on écrit = A. 


Le quarré de la ligne AD se désigne par AB; son 


fig. 16. 


6 GÉOMÉTRIE. 


—— 3 ; 
cube par AB. On expliquera en son lieu ce que si- 
gnifient précisément le quarré et le cube d’une ligne. 
Le signe |” indique une racine à extraire ; ainsi 


LV” 2 est la racine quarrée de; V” À x B est la racine 


du produit À >*x B, ou la moyenne proportionnelle … 
entre À et B. 


AXIOMES. 


1. Deux quantités égales à une troisieme sont égales 
entre elles. 

2. Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est égal à la somme des parties dans 


lesquelles il a été divisé. 


+ 4. D’un point à un autre on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite. 

5. Deux grandeurs, ligne, surface ou solide , Sont 
égales, lorsquétant Arte l’une sur l’autre elles coin- 
cident dans toute leur étendue. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 


THÉORÈME. 


\ 


Les angles droits sont tous égaux entre eux. 


Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB, et 
GH à EF; je dis que les ee ACD, EGH seront 
égaux entre eux. 

Prenez les quatre distances égales CA, CB,GE, 
GF, la distance AB sera égale à la distance EF, et 
on pourra placer la ligne EF sur AB, de mamiere 
que le point E tombe en À, et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coincideront entièrement 
l'une avec l'autre; car, sans cela, il y aurait deux 


— 
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lignes droites de À en B, ce qui est impossible *, 
donc le point G, milieu de EF, tombera sur le point 
G, milieu de AB. Le côté GE étant ainsi appliqué 
sur C À, je dis que le côté GH tombera sur CD ; car 
supposons , s'il est possible, qu’il tombe sur une ligne 
CK différente de CD; puisque, par hypothese”, 
l'angle EGH = HGF , il faudrait qu'on eùt ACK — 
KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que ACD, 
l'angle KCB est plus petit que BCD; d'ailleurs, par 
hypothese, ACD — BCD; donc ACK est plus grand 
que KCB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne CK différente de CD ; donc elle tombe sur CD; 


et l'angle EGH sur ACD; donc tous les angles droits 


sont égaux entre eux. 


PROPOSITION IL. 


THÉORÉME. 


Toute ligne droite CD, qui en rencontre une 
autre AB, fait avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD, BCD, dont la somme est égale à 
deux angles droits. | 

Au point C, élevez sur AB la perpendiculaire CE. 
L'angle ACD est la somme des angles ACE , ECD ; 
donc ACD + BCD sera la somme des trois ACE, 
ECD , BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les deux. 
autres font ensemble l’angle droit BCE; donc la 
somme des deux angles ACD, BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire T. Si l'un des angles ACD , BCD est droit, 
l’autre le sera pareïllement. 

Corollaire I. Si la ligne DE est perpendiculaire 
à AB, réciproquement AB sera perpendiculaire à DE. 

Car, de ce que DE est ‘perpendiculaire à AB, il 
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fig. 17. 


fig. 34. 
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s'ensuit que l'angle ACD est égal à son adjacent 
DCGB, et qu'ils sont tous deux droits. Mais de ce 
que l’angle ACD est un angle droit, il s'ensuit que 
son adjacent AGE est aussi un angle droit ; donc 
l'angle ACE—ACD , donc AB est perpendiculaire à DE: 
Corollaire III. Tous les angles consécutifs BAC» 
CAD , DAE, EAF, formés d'un même côté de la 
droite BF, pris ensemble, valent deux angles droits ; 
car leur somme est égale à celle des deux angles 


adjacents BAC, CAF. 


PROPOSITION II. 


_THÉORÈME. 


Deux lignes droites qui ont deux points com- 
imuns coincident l’une avec l’autre dans toute 
leur étendue, et ne forment qu’une seule et méme 
ligne droite. 


Soient les déux points communs A et B; d'abord 
les deux lignes n’en doivent faire qu’une entre A et 
B, car sans cela il y aurait deux lignes droites de A 
en B, ce qui est impossible *. Supposons ensuite que 
ces lignes étant prolongées, elles commencent à se 
séparer au point C, l’une devenant CD, l'autre CE. 
Menons au point GC la ligne CF, qui fasse avec CA 
l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite, 
l'angle FCD sera un angle droit*; puisque la ligne 
ACE est droite, l’angle FCE sera pareillement un 
angle droit. Mais la partie FCE ne peut pas être égale 
au tout FCD; donc les lignes droites qui ont deux 
points À et B communs, ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement; donc elles ne 
forment qu'une seule et même ligne droite. 
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PROPOSITION IV. 


THÉORÈME. 


Si deux angles adjacents ACD , DCB, Abe fg. 20. 
ensemble deux angles droits, les né côtés ex- 
térieurs AC, CB, seront en ligne droite. 

Car si CB n'est pas le prolongement de AC, soit 
CE ce prolongement ; alors la ligne ACE étant droite, 
la somme des angles ACD, DCE, sera égale à deux 
droits *. Mais, par hypothèse, la somme des angles 
ACD, DGB, est aussi égale à deux droits; donc ACD 
+ DCB serait égale à ACD + DCE ; retranchant de . 
part et d'autre l'angle ACD, il resterait la partie DCB 
égale au tout DCE, ce qui est impossible ; donc CB 
est le A MR de AC. 


PROPOSITION Y. 


THÉORÈME. 


Toutes les fois que deux lignes droites AB, fig». 
DE, se coupent, les angles opposés au sommet 
sont égaux. 


Car puisque la ligne DE est droite, la somme des 
angles ACD , ACE , est égale à deux droits; et puis- 
que la ligne AB est droite , la somme des angles ACE 
BCE, est égale aussi à deux droits; donc la somme 
ACD +- ACE est égale à la somme ACE + BCE. Re- 
tranchant de part et d'autre le même angle ACE, il 
restera l'angle ACD égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l'angle AGE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie. Les quatre angles formés autour d'un point 
par deux droites qui se coupent valent ensemble 


Üg. 22. 


fig. 23. 
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quatre angles droits; car les angles ACE, BCE pris 
ensemble, valent deux angles droits, et les deux autres 
ACD, BCD, ont la même valeur. 

En général, si tant de droites qu'on voudra CA, 
CB, etc., se rencontrent en un point C, la somme 
de tous les angles consécutifs ACB, BCD, DCE, 
ECF , FCA, sera égale à quatre angles droits : car 
si On formait au point C quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elles , le 
même espace serait rempli, soit par les quatre angles 
droits , soit par les angles successifs ACB , BCD , etc. 


PROPOSITION VI. 


THÉORÈME. 


Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 

Soit l'angle À égal à l'angle D, le côté AB égal à 
DE, le côté AC égal à DF; je dis que les triangles 
ABC , DEF, seront égaux. 

En effet, ces triangles peuvent être posés l’un sur, 
l'autre de maniere qu’ils coïncident parfaitement. Et 
d’abord si on place le côté DE sur son égal AB, le 
point D tombera en A et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à l'angle A, dès que le côté 
DE sera placé‘sur AB, le côté DF prendra la direc- 
tion AC. De plus DF est égal à AC; donc le point F 
tombera en C, et Le troisième côté EF couvrira exac- 
tement lé troisième côté BG; donc le triangle DEF 
est égal au triangle ABC*. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, l'angle A — D, le côté AB — 
DE, et le côté AC — DF, on peut conclure que les 


/ 
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trois autres le sont, savoir, l'angle B — E, l’angle 


C—F, et le coté BC — EF. 
PROPOSITION VII. 


THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 

côté égal dant à à deux angles égaux chacun 
à chacun. 

Soit le côté BC égal au côté EF, l'angle B égal à 
l'angle E, et Lane C égal à ne F; je dis de le 
atiile DEF sera égal au triangle ABC. 

Gr. pour opérer la superposition, soit placé EF 
sur son égal BC, le point E tombera en B, et le point 
F en C. Puisque l’angle E est égal à l'angle B, le côté 
ED prendra la direction BA ; ainsi le point D se 
‘trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même, 
puisque l’angle F est égal à l'angle C, la ligne FD 
prendra la direction CA, et le point D se trouvera 
sur quelque point du côté CA ; donc le point D qui 
doit se trouver à la fois sur les deux lignes BA, CA, 
tombera sur leur intersection A ; donc les deux trian- 
gles ABC, DEF, coïncident l’un avec l'autre, et sont 
parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, BC—EF, B—E, Gesps on 
peut conclure que les trois autres le sont, savoir, 


AB— DE, AC— DF, A— D. 
PROPOSITION VIII. 
THÉORÈME. 


Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 
Car la ligne droite BC, par exemple, est le plus 


LS) 
æ 
Co 


“def. 3. 


fig. 24. ï 
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. compris entre côtés égaux” ; on aura donc CG— 
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court chemin de B en C*, donc BC est plus petit que 
BA + AC. 


PROPOSITION IX. 


THÉORÈME. 


- Si d’un point O pris au-dedans du triangle 
ABC , on mène aux extrémités d’un côté BU les 
droites OB, OC, la somme de ces droites sera 
moindre que celle des deux autres côtés AB, AC. 

Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AC 


en D; la ligne droite OC est plus courte que OD +- 
: DC”: ajoutant de part et d'autre BO , on aura BO + 


OC < BO+OD+DC, ou BO+OC < BD+- DC. 

On a pareillement BD < BA+ AD ; ajoutant de 
part et d'autre DC , on aura BD-+-DC < BA + AC. 
Mais on vient de trouver BO +-OC < BD +-DC; done 
à plus forte raison , BO+OC < BA + AC. 


PROPOSITION X. 
THÉORÈME. 


Si les deux côtés AB, AC, du triangle ABC 
sonb é égaux aux deux côtés DE, DF, du triangle 
DEF, chacun a chacun ; sien méme temps l'angle 
BAC, compris par les premiers, est plus grand | 
que l'angle EDF, compris par les seconds; je 
dis que le oisenre côté BC du premier triangle 


serû plus grand que le troisième EF du second. 


Faites l'angle CAG—D, prenez AG—DE, et 
joignez CG mi triangle GAC sera égal au triangle 
DEF , pure ont par construction un angle égal 
EF. 


Maintenant il peut y avoir trois cas, selon que le point 
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G tombe hors du triangle ABC, ou sur le côté BC; 
ou au-dedans du même triangle. 

Premier cas. La ligne droite GC es° plus courte 
que GI + IC, la ligne droite AB est plus courte que 
AI + IB ; donc GC-+ AB est plus petit que GI + AI + 
1G+- IB, ou, ce quiest la même chose, GG + AB < AG 
+-BC:Retranchant d'un côté AB et de l'autre son égale 
AG, il restera GC < BC : or GC — EF; donc on aura 
EF < BC. 

Second cas. Si le point G tombe sur le côté BC, il 
est évident que GC ou son égale EF sera plus petit 
que BC. 

Troisieme cas. Enfin si.le point G tombe au-dedans 
du triangle ABC, on aura, suivant le théorème pré- 
cédent, AG+GC < AB-+BC. Retranchant d'une part 
AG, et de l’autre son égale AB, il restera GC < BC, ou 
EF < BC. 

Scholre. Réciproquement si les den côtés AB, AC, 
du triangle ABC sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
du triangle DEF ; si, de plus, le troisième côté CB di 
premier triangle est plus grand que le troisième EF 
du second, je dis que l'angle BAC du premier triangle 
sera plus grand que l'angle EDF du second. 

Car si on nie cette proposition, il faudra que l’angle 
BAC soit égal à EDF, ou. qu'il soit plus petit que EDF : 
dans le premier cas, le côté CB serait égal à EF* ; dans 
le second ; CB serait plus petit que EF ; or l’un et l’autre 
est contraire à la supposktion ; donc l'angle BAC est 
plus grand que EDF. 


: PROPOSITION XI. 


:TRÉORÈME: 


Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 


& 


fig. 26, 


fig. 27. 


fig, 23. 


fig. 28. 
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Soit le côté AB—DE, AC—DF, BC— EF, je dis : 
qu'on aura l’angle AD, B—E, C—F. 
Car si l'angle A était plus grand que l'angle D, 
comme les côtés AB, AC, sont égaux aux côtés DE, 


DF, chacun à chacun , il s'ensuivrait, par le théorème 


précédent, que le côté BC est plus grand que EF ; 
et si l’angle À était plus petit que l’angle D, il s'en- 
suivrait que le côté BC est plus petit que EF ; or, BC 
est égal à EF; donc l'angle À ne peut être ni plus 
grand ni plus petit que l’angle D; donc il lui est égal. 
On prouvera de même que l'angle B—E, et que 
l'angle C—F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
À et D sont opposés aux côtés égaux BC, EF. 


PROPOSITION XIL 


THÉORÈME. 


Dans un triangle isoscèlé, les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux: 

Soit le.côté AB— AC, je dis qu'on aura l'angle 
GB: Te 

Tirez la ligne AD du sommet À au point D, milieu 
de la base BC, les deux triangles ABD , ADC, auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commun, AB— AC par hypothèse, et BD—DCG par 


. construction ; donc, en vertu du théorême précédent, 


l'angle B est égal à l’angle C. 
Corollaire. Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle, c’est-à-dire, qu'il a ses angles égaux. 
Scholie. L'égalité des triangles ABD, ACD, prouve 
en même temps que l'angle BAD — DAC, et que 
l'angle BDA— ADC; donc ces deux derniers sont 
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droits; donc la ligne menée du sommet d'un triangle 
isoscèle au milieu de sa base, est perpendiculaire à 
cette base, et divise l'angle du sommet en deux parties 
égales. 

Dans un trisigle non isoscèle on prend indifférem- 
ment pour base un côté quelconque, et alors son 
sommet est celui de l'angle opposé. Dans le triangle 
isoscèle on prend particulièrement pour base le côté 
qui nest point égal à l'un des deux autres. 


PROPOSITION XIII. 


THÉORÈME. 


Réciproquement, si deux angles sont égaux 
dans un triangle, les côtés opposés seront égaux , 
et le triangle sera isoscèle. ( 


Soit l'angle ABC —ACB, je dis que le côté AC sera 
égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux, soit AB le plus 
grand des deux. Prenez BD—AC, et joignez DC. 
L'angle DBC est, par hypothèse ; ea à ACB; les 
deux côtés DB, BC sont égaux aux deux AC, CB; 
donc le triangle DBC * serait égal au anale ACB, 
Mais la partie ne peut pas être égale au tout; donc il 
n’y à point d'inégalité entre les côtés AB, AC'; donc 
le triangle ABC est isoscèle. # 


‘PROPOSITION XIV. 
THÉORÈME. 


De deux côtés d’ un triangle , celui-la est le 
plus. grand qui est Opposé a un plus grand 
angle; et réciproquement, de deux angles d'un 


fig. 20. 
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triangle, celui-la est le plus grand qui est op- 
posé.à un plus grand côté. 

1° Soit l'angle C > B, je dis que le côté AB opposé 
à l'angle GC est plus grand que le côté AG opposé à 
PA B. } 

Soit fait l'angle BCD —B ; dans le triangle BDC 
on aura * BD— DC. Mais la lxke droite AC'est plus 
courte que AD + DC, et AD 2, DC AD DB 
AB; donc AB est plus grand que AC. 

2° Soit le côté AB > AC, je dis que l'angle C opposé 
au côté AB sera plus grand que l'angle B opposé au 
côté AC. 

Car si on avait C<B, il s'ensuivrait, par ce qui 
vient d'être démontré, AB< AC, ce qui est contre la 
supposition. Si on avait CB, il sensuivrait * AB— 
AC, ce qui est encore contre la supposition ; donc il 
faut que l'angle C soit plus grand que B. 


PROPOSITION XV. 
THÉORÈME. 


D'un point À donné hors d'une droite DE, on 
ne peut mener qu une seule DE DURE a 
cette droite. 


Car supposons qu'on. puisse en: mener. deux AB et 
AC; prolongeons l'une d’elles AB d’ une quantité ] BF 
AB. et joignons FC. 

Le NAT CBF est, égal. au triangle! ABC : car 
l'angle CBF est droit ainsi que CBA, le côté CB. est 
commun, et le côté BF— AB; donc ces triangles 
sont égaux *, et il s'ensuit que l’angle BCF — BCA. 
L’angle BCA est droit par hypothèse; donc l'angle 
BCF l'est aussi. Mais si les angles adjacents BCA, BCF, 
valent ensemble deux angles droits, il faut que la ligne 
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ACF soit droite *; d'où il résulte qu'entre les deux * 


mêmes points À et F, on pourrait mener deux lignes 
droites ABF, ACF; ce qui est impossible *; donc il 
est pareillement impossible que deux perpendiculaires 
soient menées d’un même point sur la même ligne 
droite. 

Scholie. Par un même point C donné sur la ligne 
AB, il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cette ligne : car si CD et CE étaient ce” 
deux A re l'angle DOB serait droit : ain, 
que BCE , et la partie serait égale au tout. 


À 


PROPOSITION XVI. 
TIHÉORÈME. 


Si d’un point À situé hors d’une droite DE on 
mene la perpendiculaire AB sur cette droite, ei 
différentes obliques AE, AG, AD , etc., à diffé- 
rents points de cette méme ne 

io La perpendiculaire AB sera plus Courte 
que toute oblique. 

2° Les deux obliques AC, AE, menées de 
part et d'autre de la perpendiculaire à des dis- 
tances égales BC, BE, seront égales. | 

3° De deux obliques AC et AD, ou AE et AD, 
menées comme on voudra, celle qui s’écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 


Prolongez la perpendiculaire AB d'une quantité 
BF — AB, et joignez FC, FD. 

1° Le triangle BCF est égal au triangle BCA, car 
l'angle droit CBF—CBA, le côté CB est commun, et 
le côté BF— BA ; dorc* le troisieme côté CF est égal 

Douz. éd. 2 


fig. 17. 
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au troisieme AC. Or, ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne brisée; donc AB moitié de ABF.est 
plus courte que AC moitié de ACF ; donc 1°, la per- 
pendiculaire est plus courte que toute oblique. 

2° Si on suppose BE—BC, comme on a en outre AB 
commun et l'angle ABE— ABC, il s'ensuit que le tri- 
angle ABE est égal au triangle ABC*; donc les côtés 
AË, AC sont égaux; donc 2°, deux obliques qui s’écar- 
tent également de la perpendiculaire sont égales. 
3° Dans le triangle DFA la somme des lignes AC, 


CF, est plus petite* que la somme des côtés AD, DF; 


donc AC, moitié de la ligne ACF, est plus courté 
que AD moitié de ADF; donc 3°, les obliques qui 
s’écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance d'un point à une ligne, puisqu'elle est plus 
courte que toute oblique. 

I. D'un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était, il y aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
égales, ce qui est impossible 


‘PROPOSITION XVIL 


THÉORÊÈME. 


Si par le DONS C, milieu de la droite AB, on 


éleve la TA) EF sur cette din 


1 chaque point de la perpendiculaire sera éga- 


. lement distant des deux extrémités de la ligne 


AB; 2° tout point situé hors de la perpendicu- 
sera inégalement distant des inémes extré- 
mités À et B. 


Car, 1° puisqu'on suppose AC— CP, les deux obli- 


RD Ur, — "à 
res. — 
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ques AD, DB, s’écartent également de la perpendi- 
culaire; donc elles sont égales. Il en est de même des 
deux obtiques AE, EB, des deux AF, FB, etc. ; donc 
1°, tout point de la perpendiculaire est également dis- 
tant des extrémités À et B. 

20 Soit I un point hors de la perpendiculaire ; si 
on joint IA, IB, l’une de ces lignes .coupera la per- 
Se tivulaile en D. d’où tirant DB, on aura DB—DA. 
Mais la ligne ae IB est plus petite que la ligne 
brisée ID+DB, et ID+ DB—ID+DAZ—TA; donc 
IB <1A; donc 2°, tout point hors de la perpendicu- 
laire est inégalement distant des extrémités A et B. 


PROPOSITION XVIIL 
THÉORÈME. 


Deux triangles rectangles sont égaux lors- 


qu’ils ont l’hypoténuse égale et un côté égal. 


Soit l'hypoténuse AG—DF , et lecôté AB—DE, je fg: 53. 


dis que le triangle rectangle ABC sera égal au triangle 
rectangle DEF. 

_ L'égalité serait manifeste si le troisieme côté BG 
était égal au troisieme EF : supposons, sil est pos- 


A 4 £ L4 A 
sible, que ces côtés ne soient pas égaux, et que BC 


éoit le plus grand. Prenez BG—EF, et joignez AG. 
Le triangle ABG est égal au triangle DEF ; car l’angle 
droit B est égal à l’angle droit E, le côté AB—DE, et 
le côté BG—EF ; donc ces deux triangles sont égaux”, 
et on a par conséquent AG—DF; mais, par hypo- 
these, DF—AC; donc AG—AC. Mais l'oblique AC 
ne peut être égale à AG*, puisqu'elle est plus éloignée 
de la perpendiculaire AB; donc il est impossible que 


9 


_ 
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BC differe de EF; donc le triangle ABC est égal au 
triangle DEF. 


PROPOSITION XIX. 
THÉORÈME. 


Dans tout triangle, la somme des trois angles est 
égale à deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous 
supposerons (r) que AB est le nlus grand côté et BC 
le plus petit, et qu’ainsi ACB est le plus grand angle, 
et BAC le plus petit.* 

Par le point A et par le point I milieu du côté op- 
posé BC, menez la droite AI que vous prolongerez en 
C', jusquà ce que AC'—AB ; prolongez de même AB 
en B' jusquà ce que AP’ soit double de AL. 

Si on désigne par À, B,C, les trois angles du tri- 
angle ABC etsemblablement par A’,B',C'lestrois angles 
du triangle AB'C', je dis qu'on aura l'angle C'—B+-C, 
et l'angle A—A'-+B', d'où résulte A+-B-C—A'-4-B' 
+ C', c'est-à-dire que la somme des trois angles est la 
même dans les deux triangles. 

Pour le prouver , faites AK — AT et joignez C'K , 
vous aurez le triangle C'AK égal au triangle BAT. Car 
dans ces deux triangles, l'angle commun A est com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun , savoir: AC" 
—AB, et AK—AÎT. Donc le troisième côté C’K est égal 
au troisième BI ; donc aussi l'angle AC'K —ABC , et 
l’angle AKC—AIRB. 

Je dis maintenant que le triangle B'C'K est égal au 
triangle ACT, car la somme des deux angles adjacens 
AKC'+ C'KB' est égale à deux angles droits" ainsi que 


(1) Cette supposition n'exclut, pas le cas où le côté moyen AC. 
serait égal à l’un des extrêmes AB ou BC. 


hr 
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la somme des deux angles A[C+-AIB; retranchant de 
part et d'autre les angles égaux AKC', AIB, il restera 
l'angle C'KB'— AIC. Ces ing égaux de les deux 
triangles sont compris entre côtés égaux chacun à 
chacun, savoir C'K —IB—CI, et KB'—AK—AIT, 
puisqu on a supposé AB'—2A[— 2AK. Doncles deux 


triangles B'C'K, ACL, sont égaux ‘; donc le côté C'B' 


AC, l'angle B'C'K—ACB, et l'angle KB'C'—CAL. 
IL suit de là 1° que l'angle AC'B' désigné par C' est 
composé de deux angles égaux aux angles B et C du 
triangle ABC, et qu'ainsion a C'—B+-C; 2° que l’angie 
A du triangle ABC est composé de l’angle A' ou 
C'AB'" qui appartient au sangle AB'C' et de l'angle 
CAT égal à l'angle B' du même triangle, ce ne purs 
A—=A'+8B; dons Ad Br C0 AL B + C'. D'ail- 
leurs puisqu'on a par hypothèse AC < AB et par cou- 
séquent C’B' < AC', on voit que dans le triangle AC'B" 
l'angle en A, désigné par A’, est moindre que B', 
et comme la somme des deux est égaie à l'angle À 
du triangle prop il sen suit qu'on a Hi A' 
< + A. 
Si on applique la même construction au triangle 
AB'C', pour former un troisième triangle AC”B" 
dont les angles seront désignés par A”, B", C", on 
aura semblablement les deux égalités C"—C'+4 PB, 
A/—A"+ B", d'où résulte AB HCANLP"--C’. 
Ainsi la somme des trois angles est la même dans ces 
trois triangles : on aura en je tems l'angle A" <=<A", 
et par conséquent À” <-+A. 

Continuant indéfiniment lasuite des triangles AC'B", 
AC"B", etc. on parviendra à un triangle abc dans 
lequel la somme des trois angles sera toujours la même 
que dans le triangle proposé À BC et qui aura l'angle 
a plus petit que tel terme qu’on voudra de la pro- 
gression décroissante +A , +AÀ, <A, etc. 

On peut donc supposer cette suite de triangles 


* pr. 6. 
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prolongée jusqu'à ce que l'angle a soit moindre que 
tout angle donné. 

Et si au moyen du triangle abc on construit 
le triangle suivant a'b'c!, la somme des angles 
a'+b' de celui-ci sera égale à l'angle a, et sera par 
conséquent moindre que tout angle donné ; d'où l'on 
voit que la somme dés trois angles du triangle a'b'e’ 
se réduit presque au seul angle c'. 

Pour avoir la mesure précise de cette somme , pro- 
longeons le côté a'c' vers d', et appelons x’ l'angle 
extérieur D'c'd'; cet angle x', joint à l'angle c' du 
triangle a'b'c!, fait une somme égale à deux angles 


droits”; ainsi en désignant angle droit par D, on aura 


c'—2D— x"; donc la somme des angles du triangle 
'e'b' sera 


2D + a'+b'—x". 


Mais on peut concevoir que le triangle a'c'l' varie 
dans ses angles et ses côtés, de manière à représenter 
les triangles successifs qui naissent ultérieurement de 
de la même construction et s’'approchent de. plus en 
plus de la limite oùles angles a’ etb'seraient nuls. Dans 
cette limite la droite a'c'd' se confondant avec a'b', 
les trois points a',c',b', finissent par être exactement 
en ligne droite; alors les angles d' et x’ deviennent 
nuls en même tems que a’, et la quantité 2 D+a'+-0’ 
—x', qui mesure la somme des trois angles du triangle 


lce'b", se réduit à 2 D, donc dans tout triangle la 


somme des trois angles est égale a deux angles droits. 


Corollaire I. Deux angles d’un triangle étant donnés, 
ou seulement leur somme, on connaïtra ie troisième 
en retranchant la somme de ces Rpelss de deux angles 


droits. 


II. Si deux angles d un triangle sont égaux à deux 
angles d’un autre triangle, chaGUA à ÉHeu le troi- 


si 


# 
sieme de l'un sera égal au troisieme de l'autre, et 
les deux triangles seront équiangles entre eux. 
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IT. Dans ‘un triangle il ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit; car s’il y en avait deux, le troisieme 
devrait être nul; à plus forte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu’un seul angle obtus. 


IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux 
angles aigus est égale à un angle droit. 


V. Dans un triangle équilatéral chaque angle est 
le tiers de deux angles droits ou les deux tiers d'un 
angle droit. Donc si l’angle droit est exprimé par 1, 
l'angle du triangle équilatéral le sera par <. 

VI. Dans tout triangle ABC si on prolonge le côté 
AB vers D, l’angle extérieur CBD sera égale à la som- 
me des deux intérieurs opposés À et C; car en ajoutant 
de part et d'autre ABC, les deux sommes sont égales 
à deux angles droits. 


PROPOSITION XX. 


THÉORÉÈME. 
* ke 
La somme de tous les argles intérieurs d'ure 
polygone est égale à autant de fois deux angles 


. . 7 MOT. | 4 
droits qu'il y à d’unités dans le nombre des 


côtés moins deux. 


Soit ABCD etc. le polygone proposé; si du sommet 
d'un même angle À, on mene à tous les sommets des 
angles opposés, les diagonales AC, AD, AE, etc., 
il est aisé de voir que le polygone sera partagé en 
cinq triangles , s'il a sept côtés; en six triangles , s'il 
avait huit côtés; et en général, en autant de triangles 
que le polygone a de côtés moins deux ; car ces trian- 
oles peuventêtre considérés comme ayant pour sommet 


fig. 42. 
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commun le point À, et pour bases les différents côtés des 
polygones, excepté les deux qui forment l'angle A. On 
voit en même temps que la somme des angles de tous 
ces triangles ne diffère point de la somme des angles 
du polygone; donc cette dernière somme est égale 
à autant de fois deux angles droits qu’il y a de triangles, 
c'est-à-dire, qu'il y a d'unités dans le nombre des côtés 
du polygone moins deux. 


Corollaire I. La somme des angles d’un quadrilatère 
est égale à deux angles droits multipliés par 4—2, ce 
qui fait quatre angles droits. Donc si tous les angles 
d’un quadrilatère sont égaux, chacun d’eux sera un 
angle droit; ce qui justifie la définition xvir où l’on 
a supposé que les quatre angles d’un quadrilatère 
sont droits, dans le cas du rectangle et du quarré. 


IT. La somme des angles d'un pentagone est égale 
à deux angles droits multipliés par 5 — 2, ce qui 
fait 6 angles droits. Donc lorsqu'un pentacone est 

$ 5 

cquiangle, c'est-à-dire lorsque ses angles sont égaux 
les uns aux autres, chacun d'eux est égal au cin- 
quième de six anels droits, ou aux 5 d'un an gle droit. 

IIT. La somme Mes D d'un hérdioue est de 
2 X{ 6—2) ou 8 angles FOIE donc dans l'hexagone 
équiangle, He angle est + ou + d'angle droit. 


Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition 
à un polygone dans lequel il y aurait un où plusieurs 
aneles rentrants, 11 faudrait considérer chaque angle 
rentrant comme étant plus grand que deux dei 
droits. Mais, pour éviter tout embarras, nôus ne 
considérerons ici et dans la suite, que les polygones 
à angles saillants, qu’on peut appeler autrement po/y- 
gones convexes. Tout polygone convexe est tel, qu’une 
ligne droite, menée comme on voudra, ne peut rencon- 
trer le contour de ce polygone qu'en deux points. 
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PROPOSITION XXI. 
THÉORÈME. 


Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendi- 

culaires a une troisième FG., ces deux lignes seront 
, \ Ê , 

paralleles, c’est-à-dire qu'elles ne pourront se 

rencontrer à quelque distance qu’on les prolonge. 


Carsielles se rencontraient en un point O, il yaurait 
deux perpendiculaires OF, OG. abaissées d'un même 
point O sur une mêmeligne FG, ce quiest impossible.” 


PROPOSITION XXII. 


THÉORÈME. 


Si deux lignes droites AB, CD, font avec une 
troisième EF, deux angles intérieurs BEF, DFE, 
dont la somme soit égale a deux angles droits, 
les lignes AB, CD, seront parallèles. 


Si les angles BEF , DFE, étaient égaux , ils seraient 
droits l’un et l’autre, et on tomberait dans.le cas de 
la proposition précédente ; supposons donc qu'ils sont 
inégaux et par lepoint F , sommet du plus grand, abais- 
sons FG perpendiculaire sur AB 


Dans le triangle EFG, la somme des deux angles 


aigus FEG-+EFG est égale à un angle droit *; cette 
somme étant retranchée de la somme BEF + DFE 
égale par hypothèse à deux angles droits, il restera 
l'angle DFG égal à un angle droit. Donc les deux li- 
gnes AB, CD, sont perpendiculaires à une même ligne 
FG , donc elles sont parallèles *, 


fig. 3€. 
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PROPOSITION XXIII. 


aug 
THÉORÈME. 


Si deux lignes droites AB, CD, font avec une 
troisieme EF, deux angles intérieurs d’un méme 
côté, dont la somme soit plus petite ou plus 
grande que deux angles droits, les lignes AB, CD, 
PrRpneees suffisamment , devront se rencontrer. 


Soit 1°. La somme BEF+EED plus petite que deux 
angles droits, menez FG de manière que l'angle 
EFG—AEF, vous aurez la somme BEF+EFG he 
à la somme BEF+ALF et par conséquent égale à 
deux angles droits, et puisque BEF + EFD est plus 
petite que deux angles droits, la droite DF sera com- 
prise dans l'angle EFG. 

Par le point F tirez une oblique FM qui rencontre 
AB en M, l'angle AMF sera égal à GFM, puisqu'en 
ajoutant de partet d'autre une même quantité EFM 
+FEM, les deux sommes sont égales chacune à deux 
angles droits. Prenez ensuite MN 2 FM et 3oignez FN; 
Phuste AMF , extérieur au triangle FMN , est égal à: 
la somme des deux intérieurs opposés MEN, MNF"* ; 
ceux-ci sont égaux entre eux, puisqu'ils sont opposés 
à des côtés égaux MN , FM; donc l'angle AMF ou son 
égal MFG est double de MFN ; donc la droite FN 
do en deux parties égales l'an ie GFM et rencontrela 
ligne AB en un point N situé à a distance MN— FM. 

Il suit de la même démonstration que si on prend 
NP—FN, on déterminera sur la ligne AB le point P 
où aboutit la droite FP qui fait 1e GFP égal à la 
moitié de l'angle GFN, ou au quart de LEP GFM. 

On peut donc Hréntté ainsi successivement la moitié, 
le quart, le huitieme, etc. de l'angle GFM, et les 
lignes qui opèrent ces divisions, rencontreront la ligne 


# 


AB en des points de plus en plus éloignés , mais faciles 
à déterminer , puisque MN—FM, NP—FN, PQ— 
. PF etc. On peut même observer que chaque distance 
d'un de ces points d'intersection au point fixe F, n’est 
pas tout à fait double de la distance du point d'intersec- 
tion précédent, car FN par exemple est moindre que 
FM+-MN ou 2FM; on a pareillement FP <2FN, 
FQ < 2FP, etc. 

Mais en continuant de sous-diviser l'angle GFM en 
raison double, on parviendra bientôt à un angle GFZ 
plus petit que l'angle donné GFD , et. il sera encore 
vrai que FZ prolongée rencontre AB en un point dé- 
terminé : donc à plus forte raison la droite FD com- 
drise dans l'angle EFZ, rencontrera AB. 

Supposons 2° que la somme des deux angles inté- 
rieurs AEF+CFE est plus grande que deux angles 
droits, si l’on prolonge AE vers B et CF vers D, la 
somme des quatre angles AEF, BEF, CFE, EFD , sera 
égale à quatre angles droits; donc si de cette somme 
on retranche AEF+CFE plus grande que deux 
angles droits, il restera la somme BEF+EFD plus 
petite que deux angles droits. Donc suivant le premier 
cas les lignes EB, FD, prolongées suffisamment, doivent 
se rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné F on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à la ligne donnée AB ; car ayant 
tiré FE à volonté, il ny a qu'une ligne FG qui fasse 
la somme des deux angles BEF+ EFG, égale à deux 
angles droits; toute autre droite FD ferait la somme 
des deux angles BEF+EFD plus petite ou plus grande 
que deux droits; et rencontrerait par conséquent 
la ligne AB. 

PROPOSITION XXI V. 
THÉORÈME. 
St deux lignes paralleles AB, CD, sont ren- 
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contrées par une sécante EF, la somme des 


ä pr. 23. 


SA 


# 


28 GÉOMÉTRIE. 
angles intérieurs AGO , GOC, sera égale à deux 
angles droits. 

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux 
droites AB, CD , se rencontreraient d’un côté ou de 
l'autre* et ne seraient pas paralleles. 


Corollaire L Si l'angle GOC est droit, l'angle AGO 
sera aussi un angle droit; donc toute ligne pérpén: 
diculaire à l’une de Dates est perpendiculaire à 
l'autre. 


Corollaire AL. Puisque la somme AGO + GOC est 
égale à deux angles droits, et que la somme GUD +- 
GOC est aussi Er à unie angles droits; si on re- 
tranche de part et d'autre GOC, on aura l'angle AGO 
—GOD. D'ailleurs AGO—BGE, et GOD—COF*; 
donc les quatre angles aigus AGO, BGE, GOD, COF, 
sont égaux entre eux; il en est de même des quatre 
angles obtus AGE, BGO, GOC, DOF. On peut ob- 
server de plus qu'en ajoutant l'un des quatre angles 
aigus à l’un des quatre obtus, la somme sera toujours 
égale à deux angles droits. 


Scholie. Les angles dont on vient de parler, com- 
parés deux à deux, prennent différents noms. Nous 
avons déja appelé les angles AGO, GOC, intérieurs 
d’un même côte; les angles BGO , GOD , ont le même 
nom ; les angles AGO , GOD, s'appellent alfernes- 
internes , ou simplement alternes, il en est de même 
des nr BGO , GOC. Enfin on appelle znternes- 
externes les RUES EGB , GOD, ou EGA, GOC, et 
eee les AA EGB, CO, ou AGE, DOF. 
Cela posé on peut ea de les propositions suivantes. 
comme étant déja Fa 

10 Les angles intérieurs d’un même côté, pris en- 
semble, valent deux angles droits. 


2 Les angles alternes-internes sont égaux, ainsi que. 
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les angles internes-externes, et les angles alternes- 
externes. 

Réciproquement si dans ce second cas, deux angles 
de même nom sont égaux, on peut icnd que les 
lignes auxquelles ils se rapportent sont paralleles. 
Soit: par exemple, l’angle AGO —GOD ; puisque GOC 
+- GOD , est égal à deux droits, on aura aussi AGO 
+- GOC égal à deux droits, donc* les lignes AG, CO; * 
sont paralleles. 


PROPOSITION XX V. 
THÉORÈME. 


Deux lignes AB, CD, paralleles a une {Toi- 
.sieme EF, sont Te entre elles. 


Menez la sécante PQR perpendiculaire à EF, 
Puisque AB est parallele à EF , la sécante PR sera 
perpendiculaire à AB*; de même puisque CD est pa- 
rallele à EF, la sécante PR sera perpendiculaire à 
CD. Donc AB et CD sont perpendiculaires à la même 
droite PQ ; donc elles sont paralleles *. 


PROPOSITION XX VI. 


THÉORÈME. 


Deux paralleles sont partout également dis- 
tantes. 


Etant données les deux paralleles AB, CD, si par 
deux points pris à volonté, on éleve sur AB les deux 
perpendiculaires EG, FH, les droites EG, FH, seront 
en même temps perpendiculaires à CD * ; je dis de plus 
que ces droites seront égales entre elles. 

Car en tirant GE, les angles GFE, FGH, considérés 
par rapport aux RE AD, CD, seront égaux 
comme alternes - internes * ; de même puisque les 


pr. 22. 


fig. 39. 


#pr.27. 


fig. 40: 


“sch. 
droites EG, FH, sont perpendiculaires à une même Pr:2#- 


fig. 41. 


F pr. 24. 


fig. 44. 
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droite AB , et par conséquent paralleles entre elles, 
les angles EGF, GFH, considérés par rapport aux 
paralleles GE, FH, seront égaux comme alternes- 
internes. Donc les deux'triangles EFG, FGH, ont un 
côté commun FG adjacent à deux angles égaux, 
chacun à chacun ; done ces deux triangles sont 
égaux * ; donc le côté EG qui mesure la distance des 
paralleles AB , CD, au point E, est égal au côté FH, 
qui mesure Li distance de ces mêmes pars au 


point F. 
PROPOSITION XXVIL. 
: THÉORÈME. 

Si deux angles BAC, DEF, ont les côtés pa- 
ralleles, chacun à chacun, et dirigés dans le 
méine sens, ces deux angles seront ésaux. 

Prolongez, sil est nécessaire, DE jusquà la ren- 
contre de AC en G; l'angle DEF est égal à DGC, 
parce que EF est parallele à GC* ; l'angle DGC est 
égal à BAC, parce que DG est parallele à AB ; donc 
l'angle DEF est égal à BAC. 


Scholie. On met dans cette proposition la restriction 


que le cté EF soit dirigé dans le même sens que AC 


et ED dans le même sens que AB; la raison en est que 
si on prolonge FE vers H, l'angle DEF aurait ses 
côtés paralleles à ceux de l'angle BAC, mais ne 
lui serait as égal. Dans ce cas , l'angle DEH et 
l'angle BAC feraient ensemble deux angles droits. 


PROPOSITION XX VIIL 


THÉORÈME. 


Les côtés opposés d'un parallélogramme sont 
égaux, ainsi que les angles opposés. 


Tirez la- diagonale BD, les deux triangles ADB, 
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DBC , ont 1 côté commun BD; de trie. à cause des 
paralleles AD, BG, l'angle ADB— DBC*, et à cause “pra. 
des paralleles ‘AB, CD > l'angié ABD —BDC ; donc 
les deux triangles ADB, DBC, sont égaux * Jane le *pr. 7. 
côté AB opposé à LÉ ADB est écal au ché DC 
. opposé à l'angle égal DBC, et pareïllement le troi- 
sieme côté AD est égal au troisieme BC ; donc les 
côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux. | 
En second lieu, de l'égalité des mêmes triangles il Ps 
s'ensuit que l’angle À est égal à l'angle C, et aussi que # 
l'angle ADC, composé de deux angles ADB, BDC, | 
est égal à lébble ABC, composé É deux Code Jim 
DBC, ABD, date les angles opposés. d'un parallélo- 


gramme Ra égaux. 


Corollaire. Donc deux paralleles AB, CD, com- 


prises entre deux autres paralleles AD, BC, sont 
égales. 


PROPOSITION XXIX. 


THÉORÈME. 
Si dans un quadrilatere ABCD (es côtés 0p- 
bposés sont égaux, en sorte qu'on ait AB—CD, 
-et AD=BC, les côtés egaux seront paralleles, à. 
da L gure sera un parallélogramme. 


fig. 44. 


Car, en tirant la diagonale BD, les deux triangles 
ABD , BDC , auront les trois côtés égaux chacun à A 
chacun; donc ils Seront égaux; donc l'angle ADB Op- fe AU 
posé au côté AB;, est égal à l'angle DBC opposé au nu 
côté CD ; donc* le côté AD est parallele à BC. Par 

une semblable raison, AB est parallele à CD; donc le 


quadrilatere ABCD est un parallélosramme. 


+ 


“pr. 24. 


LE 


fig. 44 


Xpr. 24. 


Dr 6. 


fig. 43. 
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PROPOSITION XX X. 
FL 
THÉORÈME. 


Si deux côtés opposés AB, CD; d’un quadri- 
latère sont égaux et parallèles, les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles, et 
la figure ABCD sera un parallélogramme. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est pa- 
rallele à CD , les angles alternes ABD, BDC, sont 
égaux * : d’ailleurs le côté AB—DC, le côté DB est 


commun, donc le triangle ABD est égal au triarszle 


DBC*; donc le côté AD==BC, l'angle ADB—DBC, 
et par conséquent AD est parallele à BC; donc la 
figure ABCD est un parallélogramme. 


PROPOSITION XXXI. 
THÉORÈME. 


Les deux diagonales AC, DB, d’un parallé- 
logramme se coupent mutuellement en Wdeux 
parties égales. 


FAR 
Car, en comparant le triangle ADO au triangle 


Es 


COB , on trouve le côté AD—CB, l'angle ADO— 


CBO* ; et l’angle DAO—OCB; donc ces deux trian- 
gles sont égaux* ; donc AO, côté opposé à l'angle 
ADO, est égal à OC, côté opposé à l'angle OBC; donc 
aussi DO —OB. 

Scholie. Dans le cas du losange, les côtés AB, BC, 
étant égaux, les triangles AOB, OBC, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun, et sont par conséquent 
égaux; d'où il suit que l’angle AOB—BOC, et qu’ainsi 
les deux diagonales d’un losange se coupent mutuelle- 
ment à angles droits. 


LIVRE IL. 


LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 


DÉFINITIONS. 


hi. 17 curconference du cercle est une ligne courbe, f846. 
dont tous les points sont également distaris d’un point 
intérieur qu'on appelle centre. 

Le cercle est l’espace terminé par cette ligne courbe. 


N. B. Quelquefois dans le discours on confond le cercle avec sa 
circonférence ; mais il sera toujours facile de rétablir l'exactitude 
des expressions, en se souvenant que le cercle est une surface qui 
a longueur et largeur , tandis que la circonférence n’est qu’une 
ligne. 

IT. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée 
du centre à la circonférence, s'appelle rayon ou demi- 
diametre ; toute ligne, comme AB, qui passe par le 
centre, et qui est terminée de part et d'autre à la cir- 
conférence, s'appelle diametre. 

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons 
sont égaux; tous les diametres sont égaux aussi, et 
doubles du rayon. 

III. On appelle arc une portion de circonférence 
telle que FHCG. « 

La corde ou sous-tendante de l'arc est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. à | 

IV\ Segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre l'arc et la corde. 


N. B. À la même corde FG répondent toujours deux arcs FHG, 
FEG , et par conséquent aussi deux segments ; mais c’est toujours 
le plus petit dont on entend parler , à moins qu'on n’exprime 
le contraire. 


Douz,. éd. 3 


fig. 47. 


fig. 160. , 


fig. 49: 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre 
un arc DE et les deuxwrayons CD, CE, menés aux 
extrémités de cet arc. * 

VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle, celle 
dont les extrémités sont à la circonférence, comme 
AB ; 

Angle inscrit, un angle tel que BAC, dont le som- 
met est à la circonférence, et qui est formé par deux 
cordes ; 

Triangle inscrit, un triangle tel que BAC, dont les 
trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; . 

Et en général figure inscrite, celle dont tous les 
angles ont leurs sommets à la circonférence : en même 
temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figure. 

VIT. On appelle sécante une ligne qui rencontre la 
circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangente est une ligne qui n'a qu’un point 
de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s'appelle point de contact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont an- 
gentes Vune à l’autre, lorsqu'elles n’ont qu’un point 
de commun. 

X. Un polygone est circonscrit a un cercle, lorsque 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence; 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 


PROPOSITION PREMIERE. 


ji THÉORÈME. 


Tout diametre AB divise le cercle et sa circon- 
Jérence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AËEB sur AFB , en 
conservant la base commune AB, il faudra que la 
ligne courbe AEB tombe exactement sur la ligne 
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courbe AFB, sans quoi il y aurait dans l’une ou dans 
l'autre des points inégalement éloionés du centre, ce 
qui est contre la définition du cercle. 

APR" 


PROPOSITION EL. 


THÉORÈME. 


Toute corde est plus petite que le diametre. 
Car si aux extrémités de la corde AD on mene les 


rayons AC, CD, on aura la ligne droite AD < AC + 
CD, ou AD < AB. 


Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu’on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diametre. 


LI 


PROPOSITION IL. 


THÉORÈME. 


Une ligne droite ne peut rencontrer une cir- 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait en trois, ces trois points 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d’un même point sur une 
même ligne droite, ce qui est impossible *. 


PROPOSITION I V. 
THÉORÈME. 


Dans un méme cercle ou dans des cercles 
égaux, les arcs égaux sont sous-tendus par des 
cordes égales, et réciproquement les cordes 
égales sous-tendent des arcs égaux. 

Le rayon AC étant égal au rayon EO, et l'arc AMD 


égal à l'arc ENG, je dis que la corde AD sera égale à 
la corde EG. 


3. 


fige 49. 


*pr. 16, 
iv. 1. 


fig, 5o. 
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Car le diametre AB étant égal au diametre EF, le 
demi-cercle AMDB pourra s'appliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF et la ligne courbe AMDB coïn- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion AMD te à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le Fine G ; donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement , en supposant toujours le rayon 
AC—EO, si la corde AD—EG., je dis que l'arc AMD 
sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG , les deux trian- 
gles ACD , EOG , auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun, savoir, AC—EO, CD—OG , et AD— 


: EG ; donc ces triangles sont égaux *; donc l’angle, 


ACD—EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur 
son égal EGF , puisque l'angle ACD—EOG , il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG, et 
le point D sur le point G; donc l'arc AMD est égal à 


l'arc ENG. 


PROPOSITION V. 
THÉORÈME. 


Dans le méme cercle ou dans des cercles égaux, 
un plus grand arc est sous -tendu par une plus 
grande corde, et réciproquement, si toutefois les 
arcs dont il s’agit sont moindres qu’une demi- 
circonférence. 

Car soit l'arc AH plus grand que AD, et soient 
menées les cordes AD, AH, et les rayons CD, CH: 
les deux côtés AC, CH. , du Role ACH sont RE 
aux deux côtés AC, CD , du triangle ACD : l'angle 


: ACH est plus grand que ACD ; donc * le troisieme 


côté AH est plus grand que le troisieme AD ; donc 
la corde qui sous-tend le plus grand arc est la plus 
grande. 
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plus 
grande que AD, on conclura des mèmes triangles 
que l'angle ACH est plus grand que ACD, et qu’ainsi 
l'arc AH est plus grand que AD. 

Scholie. Nous supposons que les arcs dont il s Lu 
sont plus petits que la demi-circonférence. S'ils 
étaient plus grands, la propriété contraire aurait lieu ; 
l’arc augmentant, la corde diminuerait, et récipro- 
quement : ainsi l'arc AKBD étant plus grand que 
AKBH, la corde AD du premier est plus petite que 
la corde AH du second. 


PROPOSITION VI. 
THÉORÈME. 


Le rayon CG, perpendiculaire à une corde 
B, divise cette corde et l'arc sous-tendu AGB, 
chacun en deux parties égales. 


Menez les rayons CA, CB; ces rayons sont, par 
rapport à la perpendiculaire CD, deux obliques égales ; 
donc ils s’écartent également de la perpendiculaire * 
donc AD—DB. 

En second lieu, puisque AD—DB, CG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de ‘AB: donc * tout 
point de cette. perpendiculaire doit être également 


fig. 51. 


N'OSE 


distant des deux extrémités A et B. Le point Gestun 


de ces points; donc la distance AG—BG. Mais si la 
corde AG est égale à la corde GB, l’arc AG sera égal 
à l'arc GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire à la 
corde AB, divise l’arc sous- tenéff par cette corde en 
deux ie égales au point G. 
Scholie. Le centre GC, le milieu D de la nue AB, 

et le milieu G de NUE sous-tendu par cette Ales 
sont trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde. Or il suffit de deux points pour 


* pr. 4. 
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déterminer la position d'une ligne droite; donc toute 
ligne droite qui passe par deux des points mention- 
nés, passera nécessairement par le troisieme, et sera 
perpendiculaire à la corde. 

Il s’ensuit aussi que la perpendiculaire élevée sur 
le milieu d’une corde passe par le centre et par le 
milieu de l’arc sous-tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui 
serait abaissée du centre sur la même corde, puis-. 
qu’elles passent toutes deux par le milieu de la corde. 


PROPOSITION VIL 


THÉORÈME. 


Par trois points donnés, À, B, C, non en 
ligne droite, on peut toujours faire passer une 
circonférence, mais on n'en peut faire passer 
qu'une. 

Joignez AB, BC, et divisez ces deux droites en deux 
parties égales par les perpendiculaires DE, FG; je dis 
d'abord que ces perpendiculaires se rencontreront en 
un point O. 

Car les lignes DE, FG, se couperont nécessai- 
rement si elles ne sont pas paralleles. Or supposons 
qu’elles fussent paralleles ; la ligne AB, perpendicu- 
laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et l’angle 
K serait droit; mais BK, prolongement de BD, est 
différente de BF, puisque les trois points À, B, CO, 
ne sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF, BK, abaissées d’un même point 
sur la même ligne, ce qui est impossible*; donc les 
perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en 
un point O. | 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
perpendiculaire DE, est à égale distance des deux 
points À et B*; le même point O, comme appartenant 
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à la perpendiculaire FG, est à égale distance des 
deux points B, C; donc les trois distances OA, OB, 
OC, sont égales; donc la circonférence décrite du 
centre O et du rayon OB passera par les trois points 
donnés À,B, C. di, 

Il est prouvé par-là qu'on peut toujours faire passer 
une circonférence par trois points donnés, non en 
ligne droite; je dis de plus qu’on n'en peut faire pas- 
ser qu'une. R 

Car s’il y avait une seconde circonférence qui pas- 
sât par les trois points donnés A, B, GC, son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE*, puisqualors il 
serait inégalement éloigné de À et de B; il ne pour- 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable; donc il serait à-la-fois sur les deux lignes 
DE, FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper 
en plus d'un point; donc il n’y a qu’une circonférence 
qui puisse passer par trois points donnés. 

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus de deux points; car si elles 
avaient trois points communs, elles auraient le même 
centre, et ne feraient qu’une seule et même, circon- 
férence. 


PROPOSITION VIIL 


THÉORÈME. 


Deux cordes égales sont également éloignées 


du centre; et de deux cordes inégales, la plus 
petite est la plus éloignée du centre. 

1° Soit la corde AB—DE : divisez ces cordes en 
deux également par les perpendiculaires CF, CG, et 
rez les rayons CA, CD. 

Les triangles rectangles CAF, DCG, ont les hy- 
poténuses CA, CD, égales; de plus le côté AF 


* 16,7. 


Cr 
EAN 
. 


*déf.8. 


40 GÉOMÉTRIE. 
moitié de AB, est égal au côté DG, moitié de DE; 
donc ces triangles sont égaux”*, et le troisieme côté 
CF est égal au ‘troisieme CG; donc, 1° les deux 
cordes égales AB, DE, sont également éloignées du 
centre. 

2" Soit la corde AH plus grande que DE, l'arc 


- AKH sera plus grand que l'arc DME*: sur l'arc 


AKH prenez la partie ANB—DME, tirez la corde 
AB, et abaissez CF, perpendiculaire sur cette corde, 
et CT, perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF 
est plus grand que CO, et CO plus grand que CI*; 
donc à plus forte raison CF>CI. Mais CF—CG, 
puisque les cordes AB, DE, sont égales ; donc on a 
CG > CI; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre. 


PROPOSITION IX. ” 
THÉORÈME. 


La perpendiculaire BD , menée à l'extrémité 
du rayon CA, est une tangente à la circonfé- 


rence. 

Car toute oblique CE est plus longue que la per- 
pendiculaire CA*; donc le point E est hors du cercle; 
donc la lisne BD n’a que le point À commun avec la 
circonférence ; donc BD est une tangente*. 

Scholie. On ne peut mener par un point donné A 
qu'une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA; donc, par rapport à 
cette nouvelle tangente, le rayon CA serait une oblique, 
et la perpendiculaire, abaissée du centre sur cette 
tangente, serait plus courte que CA; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 


sécante. 
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PROPOSITION X. 
THÉORÈME. 


Deux paralleles AB, DE, interceptent sur la 
circonférence des arcs égaux MN, PQ. ; 

Il peut arriver trois cas. $ 

1° Si les deux paralleles sont sécantes, menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP, :il sera en 
même temps perpendiculaure à sa parallele NQ*; donc 
le point H sera à-la-fois le milieu de l'arc MHP et 
celui de l'arc NHQ*; on aura donc l'arc MH—HP, 
et l'arc NH—HQ: de-là résulte MH-—NH—HP 
—HQ, c’est-à-dire MN—PQ. 

o° Si des deux paralleles AB, DE, l’une est sé- 


fig. 55. 


“24, le 


* 6. 


fig. 56. 


cante, l’autre tangente; au point de contact H menez 


le rayon CH; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE”, et aussi à Sa parallele MP. Mais puisque 
CH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est 
le milieu de l'arc MHP; donc les arcs MH, HP, com- 
pris entre les paralleles AB, DE, sont égaux. 

3° Enfin si les deux paralleles DE, IL, sont tan- 
gentes, l'une en H, l’autre en K, menez la sécante 
parallele AB, vous aurez, par ce qui vient d'être dé- 
montré, MH—HP et MK—K?P; donc l'arc entier 
HMK—HPK , et de plus on voit que chacun de ces 


arcs est une demi-circonférence. 


PROPOSITION XL 
THÉORÈME. 


Si deux circonférences se coupent €n deux 
points, la ligne qui passe par leurs centres sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d’intersection, et la divisera en deux parties 


éga les. 


T6 


fig. 57 


et 28. 


fig. 7. 


fig. 58. 
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Car la ligne AB, qui joint les points d'intersection, 
est une cor de commune aux deux cercles. Or, si sur É 
milieu de cette corde on éleve une perpendiculaire, 
elle doit passer par chacun des deux centres C et D*., 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par 
les centres, sera dérpc eee sur le milieu de la 
corde commune. 


PROPOSITION XII. 


THÉORÈME. 


Si la distance des deux centres est plus courte 
que la somme des rayons, et si en méme temps 
le plus grand rayon est moindre que la somme 
du plus petit et de la distance des centres, les 


deux cercles se couperont. 


Car pour quil y ait lieu à intersection, il faut que 
le triangle CAD soit possible : il faut donc non seu- 
lement que CD soit < AC-+-AD, mais aussi que le 
plus grand rayon AD soit < AC + CD. Or, toutes les 
fois que le triangle CAD pourra être construit, il est 
clair que les circonférences décrites des centres G'et 
D, se couperont en À et B. 


PROPOSITION XIII 
THÉORÈME. 


St la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA, AD, 
ces. deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu’ils auront le point A commun; mais 
ils n'auront que ce point; car, pour qu’ils eussent deux 
points communs, il faudrait que la distance des centres 
fût plus petite que la somme des rayons. * 
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PROPOSITION XIV. 


THÉORÈME. 


Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la différence de leurs rayons CA, AD, 
ces deux cercles se toucheront intérieurement. 

D'abord il est clair qu'ils ont le point À commun: 


ils n’en peuvent avoir d'autre; car pour cela 1l fau-. 


drait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
somme faite du rayon AC et de la distance des centres 
CD*, ce qui n'a pas lieu. 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement, et extérieurement, les centres ei le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Schotie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur 
la droite CD, ét qui passent par le point À, sont tan- 
gents les uns aux autres; ils n’ont entre eux que le 
seul point À de commun. Et si par le point À on mene 
AE perpendicalarer: à CD, la droite AE sera une tan- 
gente commune à tous ces cercles. 


PROPOSITION X V. 


TFÉORÈME. 


Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
les angles égaux ACB , DCE, dont le sommet est 
au centre, interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux AB, DE. 

Réciproquement, si les arcs AB, DE, sont 
égaux, les angles ACB, DCE, seront aussi égaux. 

Car, 1° si l'angle ACB est éal à à l'angle DCE, ces 
deux angles pourront se plate l'un sur V'ailtre: et 
comme leurs côtés sont égaux, il est clair que le 
point À tombera en D, et le point B en E. Mais alors 


fig. Gr. 


fig. 62. 
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l'arc AB doit aussi tomber sur l'arc DE; car si lé 
deux arcs n'étaient pas confondus en un seul, il y 
aurait dans l'un ou dans l’autre des points inégale- 
ment éloignés du centre, ce qui est impossible; donc 
l'arc AB—DE. 

2° Si on suppose AB—DE, je dis que l'angle 
ACB sera égal à DCE; car si ces angles ne sont pas 
égaux, soit ACB le plus grand, et soit pris ACI— 
DCE ; on aura, par ce qui vient d’être démontré, AI 


DE : mais, par hypothese, l'arc AB—DE; donc 


on aurait AI—AB, ou la partie égale au tout, ce qui 
est impossible ; donc l'angle ACB—DCE. 


PROPOSITION XVI. 


THÉORÈME. 


Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
st deux angles au centre ACB, DCE, sont ervtre 
eux comme deux nombres entiers, les arcs inter- 
ceptés AB, DE, seront entre eux comme les 
mémes nombres, et on aura cette proportion: 
Angle ACB:angle DCE: :arc AB :arc DE. 

Supposons, par exemple, que les angles ACB, 
DCE, soient entre eux comme 7 est à 4; ou, ce qui 
revient au même, supposons que l'angle M, qui ser- 
vira de commune mesure, soit contenu sept fois dans 
l’angle ACB, et quatre dans l’angle DCE. Les angles 
partiels AC», mOn, nGp, etc. DGx, xCy, etc., 
étant égaux entre eux, les arcs partiels Am, mn, 
np, etc., Dx, xy, etc., seront aussi égaux entre eux”; 
donc l’arc entier AB sera à l'arc entier DE comme 
7 est à 4. Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu, quand à la place de 7 et 4 
on aurait d’autres nombres quelconques ; donc, si le 
rapport des angles ACB, DCE, peut être exprimé 
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en nombres entiers, les arcs AB, DE, seront entre 
eux comme les angles ACB , DCE. 

Scholie. Réciproquement, si les arcs AB, DE, 
étaient entre eux comme deux nombres entiers, les 
angles ACB , DCE, seraient entre eux comme les 
mêmes nombres, eb on aurait toujours ACB:DCE 
:: AB:DE ; car les arcs partiels Am, mn, etc., Dx, 
æy, etc, étant égaux, les angles partiels ACm, 
mOn, etc, DGx, xCy, etc., sont aussi égaux. 


PROPOSITION XVII. 
THÉORÈME. 


Quel que soit le rapport des deux angles ACB, ts.56. 
ACD, ces deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB, AD, interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petitangle placé dansle plus grand: 
si la proposition énoncée n'a pas lieu, l'angle ACB sera 
à-l'angle ACD comme l'arc AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand, 
et représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle ACB:angle ACD :: arc AB: arc AO. 

Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO, 
il y aura au moins un point de division entre D et O: 
soit Ï ce point, et joignons CT; les arcs AB, AT, seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
vertu du théorème précédent : 

Angle ACB:angle ACT :: arc AB:arc AT. 

Rapprochant ces deux proportions l'une de l’autre, 
et observant que les antécédents sont les mèmes, on 
en conclura que les conséquents sont proportionnels, 
et qu'ainsi 
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Angle ACD :angle ACT :: arc AO:arc AI. 

Mais l'arc AO est plus grand que l'arc AT : il fau- 
draït donc, pour que la proportion subsistâät, que 
l'angle ACD füt plus grand que l’angle ACE; or au 
contraire 1l est plus petit; donc il est impossible que 
l'angle ACB soit à l'angle ACD çomme l'arc AB est à 
un.arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrieme terme de la proportion 
* ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD; donc on a la proportion : 

Angle ACB:angle ACD :: arc AB:arc AD. 

Corollaire. Puisque l'angle au centre du cercle et 
l'arc intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand l'un augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque , l’autre augmente ou diminue dans 
le même rapport , on est en droit d'établir l’une de 
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous 
prendrons désormais l'arc AB pour la mesure de 
l'angle ACB. Il faut seulement observer, dans la com- 
paraison des angles entre eux, que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayons 
égaux; car C'est ce que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes. 

.Scholie 1. Il parait plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espèce, et 
sur Ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l'angle droit : ainsi l'angle droit étant 
l'unité de mesure, un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre © et 1, et un angle obtus 
par un nombre entre x et 2. Mais cette maniere 
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l’usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle, à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés, et pour 
beaucoup d’autres raisons. Au reste, si la mesure des 
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angles par les arcs de cercle est en quelque sorte 
indirecte , il n'en est pas moins facile d'obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si vous 
comparez l’arc qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence , vous aurez le rapport de 
l'angle donné à l'angle droit, ce qui est la mesure 
absolue. 

Scholie II. Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
des angles avec les arcs, a lieu également pour la com- 
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs 
sont égaux lorsque les angles le sont, et en généra! ils 
sont proportionnels aux angles; donc deux secteurs 
ACB , ACD, pris dans le même cercle ou dans des 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs AB, 
AD , bases de ces mêmes secteurs. 

On voit par-là que les arcs de cercle qui servent 
de mesure aux angles peuvent aussi servir de mesure 
aux différents secteurs d’un même cercle ou de cercles 
égaux. 


PROPOSITION XVIIL 


THÉORÈME. 


L'’angle inscrit BAD a pour mesure la moitié 
de l’arc BD compris entre ses côtés. 


Supposons d'abord que le centre du cercle soit 
situé dans l'angle BAD, on menera le diametre AE 
et les rayons CB, CD. L’angle BCE, extérieur au 
triangle ABC, est égal à la somme des deux intérieurs 
CAB, ABC * : mais le triangle BAC étant isoscele, 
l'angle CAB—ABC ; donc l'angle BCE est double 
de BAC. L'angle BCE , comme angle au centre, a 
pour mesure l'arc BE; donc l'angle BAC aura pour 
mesure la moitié de BE. Par une raison semblable, 


fig. 64 
et 65, 


fig. 65, 


fig. 66. 


fig. 66. 
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l'angle CAD aura pour mesure la moitié de ED; donc 
BAC+-CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE-4-ED ou la moitié de BD. 

Supposons en second lieu que le centre C soit situé 
hors de l'angle BAD , alors menant le diametre AE, 
l'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l'angle 
DAE la moitié de DE; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED, 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l'arc compris entre ses ‘côtés. 

Corollaire I. Tous les angles BAG, BDC, etc., ins- 
crits dans le même segment sont égaux; car ils ont 
pour mesure la moitié du même arc BOC. 

IT. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle 
est un angle droit; car il a pour mesure la moitié 
de la demi-circonférence BOD , ou le quart de la 
circonférence. 

Pour démontrer la même chose d'une autre ma- 
niere , tirez le rayon AC; le triangle BAC est iso- 
scele , ainsi l’angle BAC-— ABC : le ne CAD est 
D lenient Mocdles donc lbulé CAD — ADC ; ; 
donc BAC +CAD ou BAD—ABD-+ADB. Mais 
si les deux angles B et D du triangle ABD valent en- 
semble le troisieme BAD, les trois angles du triangle 
vaudront deux fois l’angle BAD ; ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc l'angle BAD est un angle 
droit. 

IT. Tout angle BAG inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle, est un angle aigu; caril a 
pour mesure la moitié de Parc BOC moindre qu'une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOC, inscrit man un sement plus 
petit que le dent est un angle obinse carila 
pour mesure la moitié de l'arc BAC plus Ait qu'une 
demi-circonférence, F* 
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IV. Les angles opposés À et C d’un quadrilatere £g. 68. 
inscrit ABCD, valent ensemble deux angles droits ; 
car l’angle BAD a pour mesure la moitié de l'arc BCD , 
l'angle BCD à pour miesure la moitié de l'arc BAD; 
donc les deux angles BAD, BCD, pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence; donc leur 


somme équivaut à deux angles droits. 
& 


PROPOSITION XIX. 
THÉORÈME. 


L’angle BAC, formé par une tangente et une fig. 69. 
corde, a pour mesure la moitié de l'arc AMDC 
compris entre ses CÔtés. ” 

Au point de contact À menez le diametre AD; 
l'angle BAD est droit *, il a pour mesure la moitié de +4. 
la demi-circonférence AMD, l’angle DAC a pour me- 
sure la moitié de DC; donc BAD + DAC ou BAC a 
pour mesure la moitié de AMD, plus la moitié de DC, 
ou la moitié de l'arc entier AMDC. 

On démontrerait de même que l'angle CAE a 
pour mesure la moitié de l'are AC compris entre ses 
côtés. 


Problémes relatifs aux deux premiers livres. 
PROBLÈME PREMIER. 


Diviser la droite donnée AB en deux parties 5e. 
égales. 

Des points À et B, comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB, décrivez deux arcs 
qui se coupent en D; le point D sera également éloi- 
gné des points À et B : marquez de même au-dessus 


Douz. éd. sen SRE 4 


fig. m7. 


fig. 72e 
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ou au-dessous de la ligne AB un second point E éga- 
lement éloigné des points A et B, par les deux points . 
D, E, tirez la ligne DE; je dis que DE coupera la 
ligne AB en deux parties égales au point C. 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités À et B, ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. 


PROBLÈME Il. 


Par un point À, donné sur la ligne BC, éle- 
ver une per pendiculaire à a cette ligne. 

Prenez les points B et C à égale distance de A, en- 
suite des points B et G, comme centres, et d'un rayon 
plus grand que BA, décrivez deux ares qui se cou- 


. pent en D; tirez AD qui sera ei perpendiculaire de- 


mandée. 

Car le point D, ét également éloigné de B et de: 

GC, appartient à la Verne Hilaire élevée sur le milieu 
de BC; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une ligne don- 


née BC. 
PROBLÈME Ill. 


D'un point À, donné hors de la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point À, comme centre, et d’un rayon suffi- 
samment grand, décrivez un arc qui coupe la ligne 


BD aux deux points B et D; marquez ensuite un point 


E également distant des points B et D, et tirez AE qui 
sera la perpendiculaire demandée. 
Car les deux points À et E sont chacun également 
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distants des points Bet D; donc la ligne AE est per- 
pendiculaire sur le milieu de BD. 


PROBLÈME Iv. 


Au point À de la ligne AB, faire un angle 
égal à l’angle donné K. 

Du sommet K, comme centre, et d’un rayon à 
volonté, décrivez l'arc IL terminé aux deux côtés 
de l'angle ; du point À, comme centre, et d’un rayon 
AB égal à KI, décrivez l'arc indéfini BO ; prenez en- 
suite un rayon égal à la corde LI ; du point B, comme 
centre, et de ce rayon, décrivez un arc qui coupe en 
D l’arc indéfini BO ; tirez AD, et l'angle DAB sera 
égal à l'angle donné K. ” 

Car les FAR arcs BD, LI, ont des rayons égaux et 


des cordes égales ; donc de sont égaux *; donc l'angle * 


2? 


BAD—IKL. 


PROBLÈME V. 


Diviser un angle ou un arc donné en deux 
parties égales. n.: 

10 S'il faut diviser l’arc AB en deux parties égales, 
des points À et B, comme centres, et avec un même 
rayon, décrivez deux arcs qui se coupent en D; par le 
point D et par le centre CG ürez CD qui coupera l'arc 
AB en deux parties égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités À et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
Are donc elle divise l'arc AB en 1 deux parties égales 
au point E*. 


20 S'il faut diviser en deux parties égales l’angle. 


ACB, on commencera par décrire du sommet €, 
comme centre, l'arc AB, et le reste comme il vient 
d’être dit. Il est clair que la ligne CD divisera en deux 
parties égales l'angle ACB. à 


4. 
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Scholie. On peut, par la même construction, diviser 
chacune des moïtiés AE, i‘:',en deux parties égales ; 
ainsi, par des sous-divisio"£ successives, on divisera 
un angle ou un arc donné en quatre pue égales , en 
huit, en seize , etc. 


PROBLÈME VI. 


Par un point donné À , mener une parallele 
à la ligne donnée BC. 


Du point À, comme centre, et d’un rayon suffi- 
samment grand, décrivez l'arc indéfini EO; du point 


ÆE, comme centre, et du même rayon , décrivez l'arc 


AF, prenez ED — AR et tirez AD qui sera la parallele 
EP | 

Car en joignant AE, on voit que les angles alternes 
AEF, EAD, sont égaux ; donc les lignes AD, EF, sont 
paralleles * 


PROBLÈME Vil. 


Deux angles \'et B d’un triangle étant don- 
nés, trouver le troisieme. 

Tirez la ligne indéfinie DEF, faites au point E l'an- 
gle DEC —A, et l'angle CEH =B : l'angle restant 
HEF sera le troisieme angle requis ; car ces trois angles 
pris ensemble valent deux anpoles droits. 


PROBLÈME VIII. 
e : 


Étant donnés deux côtés BetC d’un triangle et 
l'angle À qu’ils co mprennent, décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
l'angle EDF égal à l'angle donné ‘4 prenez ensuite 
DG—B,DH—C, et tirez GH ; DGH sera le triangle 
demandé. 


4 
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PROBLÈME IX. 
Étant donnés un côté et deux angles d’un 
triangle , décrire le triangle. 
Les deux angles donnés seront ou tous deux adja- 


cents au côté donné, ou l’un adjacent, l'autre Oppo= 


sé : dans ce dernier cas, cherchez le troisieme *, vous 
aurez ainsi les deux angles adjacents. Cela posé, tirez 
la droite DE égale au côté donné, faites au point D 
l'angle EDF égal à l'un des angles adjacents, et au 
point E l'angle DEG égal à l’autre; les deux lignes 
DF, EG, se couperont en H,, et DEN sera le Hal 
requis. 
PROBLÈME X. 


Les trois côtés À, B,C, d’un triangle étant 
donnés, décrire le RAS : 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme 
centre, et d'un rayon égal au second côté B, décri- 
vez un arc; du point D, comme centre , et d’un rayon 
égal au troisieme côté GC, décrivez un autre arc qui 
coupera le premier ‘en F; tirez DF, EF, et DEF sera 
le triangle requis. 

Scholie. Si l'un des côtés était plus grand que la 
somme des deux autres, les arcs ne se couperaient 
pas ; mais la solution sera toujours possible , si la 
somme de deux côtés, pris comme on voudra, est plus 
grande que le troisieme. 


PROBLÈME XI. 
L 


Étant donnés deux côtés À et Bd’un triangle, 
avec l’angleC opposé au côtéB, décrire le triangle. 
Il y a deux cas : 1° si l'angle G est droit ou obtus, 
faites l'angle EDF égal à l'angle C; prenez DE— A, 
du point E, comme centre, et d'un rayon égal au 
côté donné B, décrivez un arc qui coupe en F la 
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ligne DF; tirez EF, et DEF sera le triangle de- 
mandé. 

I faut, dans ce premier cas, que le côté B soit plus 
grand que À , car l'angle C étant droit ou obtus, est 
le QPIUS band des angles du triangle ; donc le côté op- 
posé doit être aussi le plus gr nid. 

2° Si l'angle G est aigu, et que B soit plus grand que 
A Ja même construction a toujours lieu, et DEF est 
le triangle requis. 

Mais si, l'angle C étant aigu, le côté B est moindre 
que À, alors l'arc décrit du centre E avec le rayon 
EF=—B, coupera le côté DF en deux points F et G, 
situés du même côté de D; donc il y aura deux trian- 
gles DEF, DEG, qui satisferont également au pro- 
blème. . 

Scholie. Le problème serait impossible dans tous 
les cas, si le côté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF. 


PROBLÈME Xi. 


Les côtés adjacents À et B d’un parallélo- 
gramme étant donnés avec l'angle C qu’ils com- 
prennent, décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DE— A, faites au point D l'angle 
FDE—C, prenez DF—B; décrivez deux arcs, l'un - 
du point F comme centre, et d’un rayon FG—DE, 
l’autre du point E comme centre, et d’un rayon 
EG—DF : au point G, où ces deux arcs se coupent, 
tirez FG, EG ; et DEGF sera le parallélogramme de- 
mandé. 

Car , par construction, les côtés opposés sont égaux ; 
donc la figure décrite est un parallélogramme *, et ce 
parallélogramme est formé avec les côtés donnés et 
l'angle donné. : 

Corollaire, Si l'angle AoRRe est droit, la figure sera 
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un rectangle; si, de plus, les côtés sont égaux, ce sera 
un quarré. 
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PROBLÈME XIII. 


l'rouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dai 15 
l'arc trois points À , B, C; joignez ou imaginez qu'on 
joigne AB et BC, divisez ces deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE, FG; le point 
O, où ces perpendiculaires se rencontrent, sera le 
centre cherché. 

. Scholie. La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnés À, B, CC, 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit, 

PROBLÈME XIV. 


f 


Par un point donné mener une tangente a 


un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la cir conférettéé üurez 
le rayon CA, et menez AD PE PERLES à CA ; 
AD sera la tangente demandée * 

Si le point À est hors du RG , Joignez le point 
À et le centre par la ligne droite CA; divisez CA en 
deux également au point O; du point O, comme cen- 
tre, et du rayon OC, décrivez une circonférence qui 
coupera la circoniérence donnée au point B; tirez 
AB, et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, l'angle CBA, inscrit dans le 
demi-cercle , est un angle droit *; donc AB est per- 
pendiculaire à l'extrémité du rayon CB, donc elle est 
tangente. 

Scholie. Le point À étant hors du cercle, on voit 
qu'il y a toujours deux tangentes égales AB, AD, 
qui passent par le point À : elles sont égales, car les 
triangles rectangles CBA , CDA , ont Phypoténuse GA 


fig. 85. 
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fig. 86. 
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commune , .et le côté CB —CD; donc ils sont 


égaux *; donc AD—AB, et en même temps l'angle 
CAD—CAB. 


PROBLÈME XV. 


Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 
Divisez les angles À et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en O; du 


. point O abaissez les perpendiculaires OD, OE, OF, 


sur les trois côtés du triangle; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles; car, par construc- 
tion , l'angle DAO —OAF, l’angle droit ADO— AFO; 
donc le troisieme angle AOD est égal au troisieme 
AOF. D'ailleurs le côté AO est commun aux deux 
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux; donc ces deux triangles sont égaux ; 
donc DO—OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD, BOE, sont égaux; donc OD — OE, 
donc les trois perpendiculaires OD, OE, OF, sont 
égales entre elles. 

Maintenant si du point O, comme centre, et du 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC; car le côté AB, perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OD, est une tangente : il en est de même des 
côtés BC, AC. 

. Scholie. Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois angles d’un triangle, concourent en un 
même point. 
a 
PROBLÈME XVI. 


Sur une droite donnée AB, décrire un sesment 
capable de l'angle donné C, c’est-à-dire , un seg- 


- ment tel que tous les angles qui y sont inscrits 
soient égaux à l'angle donné C. 


Prolongez AB vers D, faites au point B l'angle 


DBE—C, tirez BO perpendiculaire à BE, et GO per- 


NC 
L" 
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pendiculaire sur le milieu de AB; du point de ren- 
contre O, comme centre, et du rayon OB, décrivez 
un cercle, le segment demandé sera AMB. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon OB, BF est une tangente, et l'angle ABF a 


pour mésure la moitié de l'arc AKB*; d'ailleurs l'an- 


gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l'arc AKB, donc l'angle AMB— ABF — 
EBD—C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l'angle donné C. | 
Scholie. Si l'angle donné était droit, lesegment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diametre AB. 


PROBLÈME XVII. 


Trouver le rapport numérique de deux lignes 
droites données AB, CD, st toutefois ces deux 
lignes ont entre elles une mesure.commune. 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au- 
tant de fois qu'elle peut y être contenue ; par exemple, 
deux fois, avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur la ligne CD, autant de fois 
qu'il peut y être contenu , une fois, par exemple, avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu, une fois, par 
exemple, avec le reste BG. 

Portez le troisieme reste BG sur le second DF, au- 
tant de fois qu'il peut v être contenu. | 

Continuez ainsi jusqu’à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pré- 
cédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées, et, en le regardant. comme l'unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents 
et enfin celles des deux lignes proposées, d’où l’on 
conclura leur rapport en nombres. 


1092: 


fig. 90. 


fig. 91. 
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Par exemple, si l’on trouve que GB est contenu 
deux fois juste dans FD, BG: sera la commune mesure 
des deux lignes proposées. Soit BG— r , on aura FD 
—2; mais EB contient une fois FD plus GB; donc 
EB-—3; CD contient une fois EB plus FD; donc 
CD— 5; enfin AB contient deux fois CD plus EB; 
donc AB— 13; donc le rapport des deux lignes AB, 
CD , est celui de 13 à 5. Si la ligne CD était prise pour 
unité, la ligne AB serait >, et si la ligne AB était prise 
pour unité, la ligne CD serait =. 

Scholie. La méthode qu'on vient d'expliquer est la 
même que prescrit l’arithmétique pour trouver le com- 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle na pas 
besoin d'une autre démonstration. 

Il est possible que, quelque loin qu'on continue 
l'opération, on ne trouve jamais un reste qui soit 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 
Alors les deux lignes n'ont point de commune mesure, 
ei sont ce qu'on appelle z2commensurables : on en 
verra ci-après un exemple dans le rapport de la dia- 
gonale au côté du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli- 
geant le dernier reste, on trouvera un rapport plus 
ou moins approché, selon que l'opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 


PROBLÈME XVIII. 


Deux angles À et B étant donnés, trouver leur 
commune mesure, s'ils en ont une , et de:la leur 
rapport en nombres. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs'CD, EF, 
qui servent de mesure à ces angles; procédez ensuite 
pour la comparaison des ares CD , EF, comme dans le 
problème précédent; cer un arc peut être porté sur 
un are de même rayon, comme une ligne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la com- 
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mune mesure des arcs CD, EF, s'ils en ont une, et a 
leur rapport en nombres. Ce rapport sera le même que 
celui des angles donnés *; et si DO est la commune 
mesure des arcs, DAO sera celle des angles. 


Scholie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d’un 


SR: « 
angle en comparant l'arc qui lui sert de mesure à toute 


la circonférence : par exemple, si l’arc CD est à la cir- 
conférence comme 3 est à 25, l'angle A sera les < de 
quatre angles droits, ou = dite TE droit. 

Il pourra arriver aussi que les arcs COMpArES n'aient 
pas de commune mesure; alors on naura pour les 


angles que des rapports en nombres plus ou moins 


approchés, selon que l'opération aura été poussée plus 


ou moins loin. 
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LES PROPORTIONS DES FIGURES. 


DÉFINITIONS. 


I. J ‘APPELLERAI figures équivalentes celles dont les 
surfaces sont égales. 

Deux figures peuvent être équivalentes, quoique 
très - dissemblables : par exemple, un cercle peut 
être équivalent à un quarré, un triangle à un rec- 
tangle, etc. 

1 dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées l’une sur l’autre , coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux, deux triangles dont les trois 
côtés sont égaux chacun à chacun, etc. 

IT. Deux figures sont semblables, lorsqu'elles ont 
les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo- 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux. 
figures, ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s appellent angles RAIN 

Détix figures égales sont toujours semblables ; mais 
deux figures semblables peuvent être fort nées: 

HIT. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
semblables , secteurs semblables, segments sembla- 

bles, ceux qui répondent à de angles au centre 
égaux. 
à Aïnsi l’angle À étant égal à langle O, l'arc BC 


est semblablé à l'arc DE, le secteur ABC au secteur 
2 ODE,, etc. 


ee 
ar ENS 
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: IV. La hauteur d'un paralliélogramme est la pers 


LIVRE III. Gr 
pendiculaire EF qui mesure la distance des deux côtés 
opposés AB, CD, pris pour bases. 

V. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 
AD abaissée du sommet d'un angle A sur le côté op- 
posé BC pris pour base, 

VI. La hauteur du trapeze est la perpendiculaire 
EF menée entre ses deux côtés paralleles AB, CD. 

VII. L’aire ou la surface d'une figure sont des ter- 
mes à-peu-près synonymes. L’aire désigne plus parti- 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu’elle est mesurée ou comparée à d'autres sur- 
faces. 


N. B. Pour l'intelligence de ce livre et des suivants, il - 


faut avoir présente la théorie des proportions, pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d’arithmétique et 
d’algebre. Nous feronsfseulement une observation, qui est 
tres importante pour fixer le vrai sen° des propositions, et 
dissiper toute obscurité, soit dans l'énoncé , soit dans les 
démonstrations. 


Si on a la proportion A:B::C:D, on sait que le produit 
des extrêmes À X D est égal au produit des moyens B X C. 
Cette vérité est incontestable pour les nombres; elle l’est 
aussi pour des grandeurs quelconqués, pourvu qu’elles s’ex- 
Mimet ou qu’on les imagine exprimées en nombres ; et c’est 
ce qu’on peut toujours supposer : par exemple, si A, B,C,D, 
sont des lignes, on peut imaginer qu’une de ces quatre lignes, 
ou une cinquieme", si l’on veut, serve à toutes de commune 
mesure et soit prise pour unité ; alors A, B,C, Dreprésentent 
chacune un certain nombre d’unités, entier ou rompu, com- 
mensurable ou incommensurable , et la proportion entre les 
lignes À, B, C, D, devient une proportion de nombres. 
Le produit des lignes À et D, qu’on appelle aussi leur 
rectangle , n’est donc autre chose que le nombre d'unités 
linéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d’uni- 
tés linéaires contenues dans B ; et on conçoit facilement que 


ce produit peut et doit être égal à celui qui résulte sembla- 


blement des lignes B et C. 
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Les grandeurs À et B peuvent être d'une espèce, par 
exemple, des lignes, et les grandeurs C et D d’une autre 
espece, par exemple, des surfaces ; alors il faut toujours re- 
garder ces grandeurs comme des nombres : À et B s’expri- 
meront en unités linéaires, C et D en unités superficielles, 
et le produit À X D sera un nombre comme le produit BX C. 

En général, dans toutes les opérations qu’on fera sur les 
proportions , il faut toujours regarder les termes de ces pro- 
portions comme autant denombres, chacun de l’espece qui 
lui convient, et on n’aura aucune peine à concevoir ces opé- 
rations et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démons- 
trations sont fondées sur quelques-unes des regles les plus 
simples de l’algebre, lesquelles s'appuient elles-mêmes sur 
les axiomes connus : ainsi si l’on a A—B-+4-C, et qu’on mul- 
tiplie chaque membre par une même quantité M, on en 
conclut À XM—BXM-+CXxM; pareillement si l’on a A— 
B+- Cet D—E—C, et qa’on ajoute les quantités égales, 


en effaçcant + Cet — C qui se détfuisent, on en conclura 


A+D=B-+HE, et ainsi des autres. Tout cela est assez 
évident par soi-même; mais, en cas de difficulté, il sera 
bon de consulter les livres d’algebre, et d’entre-mêler ainsi 
l'étude des deux sciences. 


PROPOSITION PREMIERE. 


# 


THÉORÈME. 


Les parallélogrammes qui onf des bases égales 
et des hauteurs égales, sont équivalents. 

Soit AB la base commune des deux parallélogram- 
mes ABCD, ABEF , puisqu'ils sont supposés avoir la 
même hauteur, les bases supérieures DC, FE, seront 
situées sur une même ligne parallele à AB. Or on à 
par la nature des parallélogrammes AD — BC, et AF 
— BE; par la même raison on a DC— AB,et FE—ÿ 
AB; donc DC = FE; donc, retranchant DC et FE de 
la même ligne DE, les restes CE et DF seront égaux. 
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Il suit de-là que les triangles DAF, CBD, sont équi- 
latéraux entre eux, et par conséquent égaux. 

Mais si du quadrilatere ABED on retranche le tri- 
angle ADF, il reste le parallélogramme ABEF'; et si 
du même quadrilatere ABED on retranche le triangle 
CBE , il reste le parallélogramme ABCD ; donc les 
deux paralélogrammes ABCD, ABEPF, qui mr. même 
base et même hauteur, sont na RES 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- 
valent au rectangle ABEF de mème base et de même 
hauteur. 


PROPOSITION Il. 


THÉORÈME. 


Tout triangle ABC est la moitié du parallélo- 
gramme ABCD qui a méme baseetméme hauteur. 
Car les triangles ABC, ACD, sont égaux *. 


Corollare 1. Donc un Krangle ABC est la moitié du 


rectangle BCEF qui a même base BC et même hau- 
teur AO: car le rectangle BCEF est équivalent au pa- 
Ur tuime ABCD. 

_Corollaire XI. Tous les triangles qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales, sont équivalents. 


PROPOSITION IIL 


THÉORÈME. 


Deux rectangles de méme hauteur sont entre 
eux comme leurs bases. 

Soient ABCD, AEFD, deux rectangles qui ont pour 
hauteur commune AD; je dis quils sont entre eux 
comme leurs bases AB, AE. 

Supposons d'abord que les bases AB, AE, soient 


fig. 06. 


fig. 97. 


fig. 99. 


fig. 100. 
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cormmensurables entre elles, et quelles soient, par 
exemple, comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales, AE contiendra 4 de ces par- 
ties, élevez à chaque point de division une perpen- 
diculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront égaux entre eux, puisqu'ils 
auront même base et même hauteur. Le rectangle 
ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis que 
AEFD en contiendra quatre; donc ie rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4, ou comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être appli- 
qué à tout autre rapport que celui de 7 à 4; donc, 
quel que soit ce rapport, pourvu qu'il soit commen- 
surable , on aura, 
ABCD: AEFD :: AB:AE. 

Supposons, en second lieu, que les bases AB, AE, 
soient incommensurables entre elles ; je dis qu'on n’en 
aura pas MOINS, 


ABCD:AEFD :: AB:AE. 

Car si cette proportion n'est pas vraie, les trois pre- 
miers termes demeurant les mêmes, le quatrieme sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il soit 
plus grand et qu'on ait, du 

ABCD: AEFD :: AB:A0O. ds 
Divisez la ligne AB en parties égales plus pti M à 
EO, il y aura au moins un point de division I entre E 
et O: par ce point élevez sur AT I4 perpendiculaire IK ; 
les bases AB, AT, seront commensurables entre elles, 
et ainsi On aura , par ce qui vient d'être démontré, 

ABCD: AIKD :: AB: AIT. 
Mais on a, par hypothese, 

ABCD:AEFD :: AB: AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux; 
donc les conséquents sont proportionnels, et il en 
résulte, 


AIKD : AEFD :: AI : AO 
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Mais AO est plus grand que Al; donc, pour que 
cette proportion subsistât, il faudrait que le rectangle 
AEFD fût plus grand que AIKD ; or, au contraire, il 
est plus petit; donc la proportion est impossible; ;: donc 
ABCD ne peut être à AEFD comme AB est à une sie 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrieme terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE; donc il est égal 
à AE. 

Donc, quel que soit le rapport des bases, deux 
téariètes de même hauteur ABCD, AEFD, sont 
entre eux comme leurs bases AB, AE. 


PROPOSITION IV. 
THÉORÈME. 


Deux rectangles quelconques ABCD, AEGF, 
sont entre eux comme les produits des bases mul- 


ipliées par les hauteurs, de sorte qu’on a 
ABCD:AEGF : : AB XAD:AEXAF. 


yant disposé les deux rectangles de maniere que 
les angles en A soient opposés au sommet, prolongez 
les côtés GE, CD, jusqu’à leur rencontre en H; les 
deux rectangles ABCD, AEHD, ont même hauteur 
AD ; ils sont donc entre eux comme leurs bases 
AB, AE : de même les deux rectangles AEHD, 
- AEGF , ont même hauteur AE; ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD, AF : ainsi on aura les 
deux proportions, 
ABCD :AEHD::AB:AE, 
AEHD:AEGF ::AD:AF. 
Multipliant ces proportions par ordre, et obser- 
vant que le moyen terme AEHD peut être omis 
Douz. ed. 5 


fig. 101. 


fig. 102. 
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comme multiplicateur commun à l’antécédent et au 
conséquent, on aura, | 

ABCD:AEGF ::AB x AD:AE X AF. 

Scholie. Donc on peut prendre pour mesure d’un 
rectangle le produit de sa base par sa hauteur, pourvu 
qu’on entende par ce produit celui de deux nombres, 
qui sont le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la base, et le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la hauteur. | 

Cette mesure, d’ailleurs, n’est pas absolue, mais 
seulement relative; elle suppose qu’on évalue sem- 
blablement nn autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la même unité linéaire ; on obtient ainsi un second 
produit, et le rapport des deux produits est égal à 
celui des rectangles, conformément à la proposition 
qu’on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix, le rectangle sera représenté 
par le nombre 3 X 10, ou 50, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X 12, ou 84 : de-là on conclura que les deux rec- 
tangles À et B sont entre eux comme 30 est à 64 ; 
donc, si on convenait de prendre le rectangle A pour 
unité de mesure dans les surfaces, le rectangle B au- 


rait alors pour mesure absolue <“. c’est-à-dire qu'il 


30 
serait égal à 5+ d'unités superficielles. 


0 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface, et on choisit le quarré 
dont le côté est l'unité de longueur ; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue : par exempie le nombre 30, par le- 
quel nous avons mesuré le rectangle À, représente 30 
unités superficielles, ou 30 de ces quarrés dont le côté 


est égal à l'unité : c’est ce que la fig. 102 rend sensible 


&: 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle, et cette expres- 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle de quarre pour exprimer le produit d’un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres 1, 2, 3, etc., sont r, 4, 
9, etc. Aussi voit-on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple ; sur une ligne triple, il est neuf fig: 105. 
fois plus grand, et ainsi de suite. 


PROPOSITION V. 
THÉORÈME. 


L’aire d’un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équivalent au fig. 97. 
rectangle ABEF , qui a même base AB et même hau- 
teur BE*; or celui-ci a pour mesure ABXBE **, *1.#4. 
Donc AB XBE est égal à l'aire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
Oprammes de même hauteur sont Res eux comme 
leurs bases; car À, B, C, étant trois grandeurs quel- 
conques , on a généralement AXC:BxCG::A:B. 


PROPOSITION VI. 


THÉORÈME. 


L’aire d'un triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est la moitié du parallélo- fg. 104. 
gramme ABCE, qui a même base BG et même 
hauteur AD‘: or, la surface du parallélogramme  *2. 

5. 


fig. 105. 
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4 


— BC x AD*; donc celle du triangle {BC x AD 
ou BC x = AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 


PROPOSITION VIL. 
THÉORÈME. 


L’aire du trapeze ABCD est égale à sa hau- 
teur EF, multipliée par la demi-somme des 
bases paralleles, AB, CD. 

Par le point TI, milieu du côté CB, menez KL pa- 
rallele au côté opposé AD, et prolongez DC jusqu'à 
la rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL, ICK, on a le côté IB—IC 
par construction, l'angle LIB — CIK, et l'angle 


: IBL—ICK, puisque CK et BL sont paralleles * ; 


donc ces triangles sont égaux *; donc le trapèze 
ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL, et 
il a pour mesure EF x AL. 

Mais on a AL—DK, et puisque le triangle IBL 
est égal au triangle KCI, le côté BL—CK; donc 
AB+CD—AL+DK—2AL, et ainsi AL est la, 
demi-somme des bases AB, CD; donc enfin l'aire 
du trapeze ABCD est égale à la hauteur EF multi- 
pliée par la demi-somme des bases AB, CD, ce qui 


MANS AB+-CD 
sexprime ainsi: ABCD —"#©F x (=). 


Scholie. Si par le point I, milieu de BC, on mene 
IH, parallele à la base AB, le point H sera aussi le 
milieu de AD, car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK , puisque les côtés opposés 
sont paralleles : on a done AH—IL et DH—TK ; or, 
IL—IK, puisque les triangles BIL, CIK, sont égaux, 


dorc A—H DH. 


Le é /! fs, ‘21 
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On peut remarquer que la ligne HI—AL— 
ÀB+-CD de à ÿ ï 
CHER ; donc l'aire du trapeze peut s exprimer aussi 
par EF x HI : elle est donc égale à la hauteur du 
trapeze multipliée par la ligne qui joint les mihienx 
des côtés non paralleles. | "A 
PROPOSITION VIEI. 
œ dt 
THÉORÈME. ii a 
ÿ à. ° A 


Siune ligne AC est divisée en deux parties AB, fig-106. 
BC , le quarré fait sur la ligne entiere AC con- | 
tiendra le quarré fait sur une partie AB, plus le 
quarré fait, sur l’autre partie BC, plus deux 
fois le rectangle compris sous les deux parties AB, 
BC, ce gu’on exprime ainsi, AC ou (AB+ BC) 
— AB + BC + 2 AB x BC. 

Construisez le quarré ACDE, prenez AF — AB, 
menez FG parallele à AC, et BH parallele à AK. 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties : la 
premiere ABIF est le quarré fait sur AB, puisqu'on 
a'pris AF—AB: la seconde IGDH est le quarré fait 
sur BC; car puisquon a AC—AE, et AB—AF, la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 
AF, ce qui donne BC—EF ; mais à cause des paral- 
leles IG—BC, et DG—EF, donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total, il reste les deux rectangles 
BCGI, EFIH > qui ont chacun pour mesure AB X BC ; 
donc le quarré fait sur AC, etc. 

Scholte. Cette proposition revient à lle quon 
démontre en algebre pour la formation du quarré 
d’un binôme, et qui est ainsi exprimée : 

(a+-b)" —a° +2 ab +67. 


fig. 108. 
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PROPOSITION IXx. 


THÉORÈME. 


Si la ligne AC est la différence des Ro “a M 
AB, BC, le quarré fait sur AG contiendra le 
quarré de AB, plus le quarré de BC, moins deux 
fois le rectangle fait sur AB et BC; c’est-a-dire 
qu’on aura AC ou (AB — BC) — A BAL RQ 
2 AB x BC. 

Construisez le quarré ABIF, prenez AE— AC, 
menez CG parallele : à BI, HK iris à AB, et Re 
vez le quarré EFIXK. 

Les deux rectangles CBIG, GLKD , ont chacun pour 
mesure AB x BC: si on les retranche dé la figure en- 


tiere ABILKEA, qui a pour valeur AB + BC, il est 
clair qu'il restera le quarré ACDE, donc, etc. 

Scholie. Cette proposition revient à la formule d'al- 
gèbre (a—b) —a° + b?— 2 ab. 


PROPOSITION XX. 
THÉORÈME. 


Le rectangle fait sur la somme et la différence 
de deux lignes, est égal a la différence des 
quarrés de ces lignes: ainsi on a (AB+ BC) x 


(AB—BC)— AB— BC. 

Construisez sur AB et AC les quarrés ABIF, 
ACDE ; prolongez AB d’une quantité BK — BC, et 
achevez le rectangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux 
lignes AB, BC, sa ‘hauteur AE est la différence 
de ces mêmes lignes ; donc le rectangle AKLE— 


(AB + BC) x (AB—BC). Mais ce même rectangle 


est composé des deux parties ABHE + BHLK ; et 


LIVUA'III TI 
la partie BHLK est égale au rectangle EDGF, car 
BH=—DE et BK=EF ; donc AKLE—ABHE-+EDGF. 
Or, ces deux parties forment le quarré ABIF moins 
le quarré DHIG, qui est le quarré fait sur BC; donc 


enfin (AB-+ BC) x (AB—BC)—XB- BC. 
Scholie. Cette proposition revient à la formule 
d'algèbre (a+) (a—b)—=a—0?. 


PROPOSITION XL. 


THÉORÈME. 
Le quarré fait sur l'hypoténuse d’un triangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits 
sur 7S deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en À : ayant formé 
des quarrés sur les trois côtés, abaissez de l'angie 
droit sur l'hypoténuse la So eh IairE AD que 
vous prolongerez jusqu’en E ; tirez ensuite les diago- 
uîles AF, CH. 

à ABF est composé de l'angle ABC plus l’an- 
gle droit CBF : l'angle CBH est composé du même 
angle ABC plus l'angle droit ABH; donc l’angle ABF 
— HBC. Mais AB— BH comme côtés d’un même 
quarré, et BF—BC par la même raison ; donc les 
triangles ABF ; HBC, ont un angle égal compris entre 
côtés égaux ; donc ils sont égaux". 

. Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF, 

(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD *. Le triangle HBC est pareillement la 
moitié du quarré AH; car l'angle BAC étant droit 
ainsi que BAL, ÂC et ÂL ne font qu'une même 
ligne droite parallele à HB; donc le triangle HBC et 
le quarré AH, qui ont la base commune BH, ont 
aussi la hauteur commune AB ; donc le triangle est 
la moitié du quarré. 


fig. 109: 
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On 3 déja prouvé que le triangle ABF est égal au 
triangle HBC; donc le rectangle BDEF , double du 
Ant ABF, est équivalent au quarré AH, double 
du triangle HBC. On démontrera de même que le rec- 
tangle CDEG est équivalent au quarré Al; mais les 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris ensemble, font le 
quarré BCGF ; donc le quarré BCGF , fait sur l’hypo- 
ténuse , est égal à la somme des quarrés ABHL, ACIK, 
faits sur les de autres côtés; ou, en d’autres termes, 


BC: AB-4-AC. 

Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de 
l'angle droit est égal au quarré de lhypoténuse moins 
le quarré de l'autre côté, ce qu'on exprime ainsi : 


AB—BC-— AC. 
Corollaire H. Soit ABCD un quarré, AG sa dia- 
gonale ; le triangle ABC étant rectangle et isoscele, 


On aura AG-AB 2 BCE 2 AB: : donc /e quarré 
fait sur la diagonale AC est oubte du quarre fait 
sur le coté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant 
par les points À et C des parallelés à BD, et par les 
points Bet D des paralleteste à AC : on FRA ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC. 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE, et que ABCD en contient quatre; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. 


Puisque AC:AB::2:1 ,Ona, en extrayant la ra- 
cine quarrée, AC: AB :: V’2:71; donc {a diagonale 
d’un quarre est incommensurable avec son côté. 

C'est ce qu’on développera davantage dans une autre 
occasion. | 


Corollaire IL. On a démontré que le quarré AH 
est équivalent au rectangie BDEF ; or, à cause de la 
bauteur commune BF, le quarré BCGF est au rec- 
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tangle BDEF comme la base BC est à la base BD ; 
done, 

BC : AB :: BC : BD. 
Donc le quarré de l’hypoténuse est au quarré d’un 
des côtes de l'angle droit comme l'hypoténuse est au 
segment adjacent à ce côté. On appelle ici segment la 
partie de l’hypoténuse déterminée par la perpendicu- 
laire abaissée de l'angle droit; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté AB, et DG est le segment adjacent au 
côté AC. On aurait semblablement, 
BC : AC :: BC : CD. 
Corollaire AV. Les rectangles BDEF , DCGE, ayant 
aussi la même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux 


se 1 ep) 
quarrés AB ; AC; donc, 
2 ———2 
AB : AG: BD : DC: 
Donc Les quarrés des deux côtés de l'angle droit sonc 
entre eux comme les segments de l’hypoténuse adya- 


\ A ? 4 
cents a ces Cotes. 
LS 


PROPOSITION XIL 


THÉORÈME. 


Dans un triangle ABC, si l'angle C est aigu, 
le quarré du côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés des côtés qui comprennent 
l'angle C; et si l’on abaïsse AD perpendiculaire 
sur BC, la différence sera égale au double du 
rectangle BD XCD; de sorte qu’on aura, 

AB—AC-+- BC-—2 BC x CD. 

Il y a deux cas. 1° Si la perpendiculaire tombe au- 

dedans du triangle ABC, on aura BD—BC—CD, 


et par conséquent à BD — bC te QD 2 BC x CD. 


fig.r10. 


LE, 


M! 


fig. 111. 
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ajoutant de part et d'autre AD, et observant que 
les triangles rectangles ABD, ADC, donnent AD + 
BD—AB et AD+ DC—AC , On aura AB—+ BC 
AC — 2 BC x CD. 

29 Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
ABC , on aura BD—CD— BC, et par conséquent * 
BD —CD + BC — » CD x EC. Ajoutant de part et 
d'autre AD, on en conclura de même, 

AB— BC + AC— 2 BC x CD. 
PROPOSITION XIII. 


THÉORÈME. 


Dans un triangle ABC, st l'angle C est obtus, 
le quarré du côté opposé AB sera plus grand 
que la somme des quarrés des côtés qui com- 
prennent l'angle C, et si on abaisse AD perpen- 
diculaire®sur BC, la différence sera égale au 
double du rectangle BC x CD, desortequ’onaura, 

AB— AC + BC +- 2 BC x CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 
du triangle; car si elle tombait, par exemple, en E, 
le triangle ACE aurait à-la-fois l'angle droit E et 
l'angle obtus C, ce qui est impossible“; donc elle 
tombe au-dehors, et on a BD—BC+#CD. De là 


: résulte * BD — BC + CD LH 2 BCX CD. Ajoutant de 


—— 2 
part et d'autre AD et faisant les réductions comme 


2 


dans le théorème précédent , on en conclura AB 


—= BC + AC + 2 BC x CD. 
Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans le- 
quel la somme des quarrés de deux côtés soil égale 


\ 
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au quarré du troisième ; car si l’angle compris par ces 
côtés est aigu, la somme de leurs quarrés sera plus 
grande que le quarré du côté opposé; s'il est obtus 


elle sera moindre. 
2714 


PROPOSITION XIV. 
THÉORÈME. 


Dans un triangle quelconque ABC, si on mène 
du sommet au milieu de la base la ligne AE, je 
dis qu’on aura AB+ AC—9 AE + 2BE. 

Abaissez ia perpendiculaire AD sur la base BC, le 
triangle AEC donnera par le théorème xtr, : 

AC—AE+EC— » EC x ED. 


Le triangle ABE donnera par le théorême xtrr, 


AB— AE -+EB-+ » EB x ED. 
Donc, en ajoutant et observant que EB—EC, on aura, 
AB A AU 2 AF + 2 EB. 


Corollaire. Donc, dans tout parallelogramme, la 


somme des quarrés des côtés est égale a la somme des 


quarres des diagonales. 

Car les diagonales AC, BD, se coupent mutuelle- 
ment en deux parties égales au point E*; ainsi le 
triangle ABC donne ;, 

AB-+BC—2AF+2BE. 
Le triangle ADC donne pareillement, 
| AD+ DC— 2 AE + o DE. | 
Ajoutant membre à membre, en observant que BE 
DE, on aura, 
AB-+ AD-+ DC-+BC—4AE-+H4DE. 
Mais 4AE est le quarré de 2 AE ou de AC; 4DE 


est le quarré de BD; donc la somme des quarrés des 


côtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. , 


fig.112. 


fig.113. 
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PROPOSITION XV. 
THÉORÈME. 


La ligne DE, menée parallèlement à la base 
d’un triangle ABC , divise les côtés AB, AC, 
proportionnellement; de sorte qu’on a AD : DB 
:: AR: EC: 

Joignez BE et DC; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE ; ils ont aussi même hauteur, 
puisque les sommets B et C sont situés sur une paral- 
lele à la base; donc ces triangles sont équivalents *. 

Les triangles ADE, BDE, dont le sommet commun 
est EL, ont même hauteur et sont entre eux comme 
leurs bases AD, DB"; ainsi on a, 

ADE : BDE : : AD : DB. 

Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun 
est D, ont aussi même hauteur, et sont entre eux 
comme leurs bases AE , EC ; donc, 

ADE : DEC :: AE : EC. 

Mais le triangle BDE—DEC; donc, à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions, on en 
conclura AD : DB :: AE : EC. 

Corollaire 1. De là résulte componendo AD + DB: 
AD :: AE + EC : AE, ou AB : AD :: AC : AE, et aussi 
AB : BD :: AC: CE. 

Corotlaire II. St entre deux droites AB, CD, on 
mene tant de paralleles qu'on voudra AC, EF, GH, 


BD, etc., ces droites seront coupées proportionnelle- 


ment, et on aura ÀE : CF :: EG : FH :: GB : HD. 
Car soit O le point de concours des droites AB, 
CD ; dans le triangle OEF, où la ligne AC est menée 


parallèlement à la base EF, on aura OE : AE :: OF : 


CF, ou OE: OF :: AE : CF. Dans le triangle OGH, on 
aura semblablement OE : EG :: OF : FH, ou OE : OF 
:: EGFH; donc, à cause du rapport commun : 
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OE:OF, ces deux proportions donnent AE: CF :: 
EG : FH. On démontrera de la même maniere que EG : 
FH ::GB:HD, et ainsi de suite; donc les lignes AB, 


CD, sont coupées OH onmellanient par les 
tele EF, GH, etc. " 


PROPOSITION XVI 
THÉORÈME. 


Réciproquement si les côtés AB, AC, sont cou- 
pés proportionnellement par la ligne DE, en 


a 


fig, 116, 


sorte qu'on ait AD : DB :: AE : EC, Je dis que la 


ligne DE sera parallele à la base BC. 

Car si DE nest pas parallele à BC, supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorême précé- 
dent, on aura AD:BD::AO:OC. Mais, par hypo- 
these, AD : DB:: AE : EC; donc on aurait AO:OC:: 
AE:EC; proportion impossible, puisque d'une part 
l'antécédent AE est plus grand que AO, et que de 
l'autre le conséquent EC est plus petit que OC ; donc 
la parallele à BG menée par le point D ne peut diffé- 
rer de DE; donc DE est cette parallele. 


Scholie. La même conclusion aurait lieu si on sup- | 


posait la proportion AB:AD::AC:AËE. Car cette pro- 
portion donnerait AB—AD:AD::AC—AE:AE, ou 
BD:AD::CE:AE, 


: PROPOSITION XVIL. 
THÉORÈME. 


La ligne AD , qui divise en deux parties égales 
l'angle BAC d’un triangle, divisera la base BC 
en deux segments BD , DC, proportionnels aux 
côtés adjacents AB, AC; de sorte qu'on aura 
BD: DC::AB:AC. 


fig. cie. 
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Par le point C menez CE parallele à AD ns à la 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BCE, la ligne AD est parallele à la 
base CE; ainsi on a la proportion * 

BD :DC::AB: AE. 

Mais le triangle ACE est isoscele; car, à cause des 
paralleles AD, CE, l'angle ACE—DAC, et l'angle, 
AEC—BAD * : or, par hypothèse, DAC— BAD ; 
donc l’angle AGE—AEC, et par suite AE—AC * ; 
substituant donc AC à la place de AE dans la propor- 
tion précédente, on aura, 


BD :DC::AB:AC. 
PROPOSITION XVIII. 


THÉORÈME. 


Deux triangles équiangles ont les côtés homo- 
logues proportionnels et sont semblables. 

Soient ABC, CDE, deux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun, savoir BAC—CDE, 


"ABC—DCE, et ACB—DEC; je dis que les côtés 


homologues ou adjacents aux angles égaux, seront 
proportionnels, de sorte qu'on aura BC:CE::AB: 
CD ::AC:DE. 

Placez les côtés homologues BC, CE, dans la même 
direction, et prolongez les côtés BA, ED, jusqu'à ce 
qu’ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite, et que l’angle 
BCA —CED , il s'ensuit que AC est parallele à DE *, 
Pareillement, puisque l’angle ABC—DCE, la ligne 
AB est parallele à DC ; donc la figure ACDF est un 
parallélograinme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallele à la 


. base FE, ainsi on a BC:CE::BA:AF*. À la place de 


AF mettant son égale CD, on aura, 
BC:CE::BA :CD. 


x 
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Dans le même triangle BFE, si on regarde BF 
comme la base, CD est une parallele à cette base, et 
on a la proportion BC:CE::FD:DE. À la place de 
FD mettant son égale AC, on aura, 
BC:CE::AC:DE. 

Enfin de ces deux proportions qui contiennent le 

mème rapport, BC:CE, on peut conclure aussi, 
AC:DE::BA:CD. 

Donc les triangles équiangles BAC, CDE, ont les 
côtés homologues proportionnels : mais, suivant la 
définition Il, deux figures sont semblables , lorsque 
elles ont à-la-fois les angles égaux chacun à chacun, 
et les côtés homologues proportionnels; donc les 
triangles équiangles BAC, CDE, sont deux figures 
semblables. 

Corollaire. Pour que deux triangles soient sembla- 
bles, il suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun, car alors le troisieme sera égal de part et 
d'autre, et les deux triangles seront équiangles. 

Scholie. Remarquez que, dans les triangles sem- 
Mables, les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux; ainsi l'angle ACB étant égal à DEC , le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles épaux 
ABC, DCE : les côtés homologues étant reconnus, on 
forme aussitôt les proportions : 


AB:DC::AC:DE::BC:CE. 
PROPOSITION XIX. 
THÉORÈME. 


Deux triangles qui ont les côtés homologues 
proportionnels, sont équiangles et semblables. | 
Supposons quon ait BC:EF::AB:DE::AC:DF; fig. 120. 
je dis que les triangles ABC, DEF, auront les angles 
égaux ; savoir, AD, B—E, C—F. 


Pre 


fig, 121. 
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Faites au point E l'angle FEG=—B et au point F 
l'angle EFG=—C, le troisieme G sera égal au troi- 
sieme À, et les deux triangles ABC, EFG , seront 
équiangles ; donc on aura par 4 théorème précédent 
BC:EF::AB:EG : mais, par hypothese, BC:EF :: 
AB:DE ; donc EG—DE. On aura encore, par le 
même théorème, BC:EF::AC:FG; or ona, par hy- 
pothese, BG:EF::AC:DF, donc FG—DF; donc 
les triangles EGF, DEF, ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun; donc ils sont égaux *. Mais, par 
construction , le triangle EGF est équiangle au trian- 
gle ABC; donc aussi les triangles DEF, ABC, sont 
équiangles et semblables. 

Scholie I. On voit par ces deux dernieres proposi- 
tions, que dans les triangles, l'égalité des angies est 
une suite de la proportionnalité des côtés, et ré-' 
ciproquement, de sorte qu'une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il n'en 
est pas de même dans les figures de plus de trois 
côtés; car, dès quil s'agit seHehene des quadrila- 
teres, on Mèue, sans changer les angles, altérer a 
proportion des côtés, ou, sans altérer les côtés, 
changer les angles; ainsi la proportivnnalité des 
côtés ne peut être une suite de l'égalité des angles, nt 
vice vers. On voit, par exemple, quen menant EF 
parallele à BC, les angles du quadrilatere AEFD 
sont égaux à ceux du quadrilatere ABCD ; mais la 
proportion des côtés est différente : de même, sans 
changer les quatre côtés AB, BC, CD, AD, on peut 
ia de au éloigner le point B du point D. ce qu 
altérera les angles. 

Scholie XI. Les deux PROPOAORE précédentes qui 
n'en font proprement qu'une, jointes à celle du 
quarré de l’hypoténuse, sont les propositions les plus 
importantes et les plus fécondes de la géométrie; 
elles suffisent presque seules à toutes les applications 


basis 0 


* 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager ‘en 
triangles , et un triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles: Leñécrment mplicitement celles de toutes les 
figures. | 


PROPOSITION XX. 
HART 


Deux triangles qui ont un angle égal Compris 
entre côtés proportionnels, sont semblables. 

Soit l'angle À — D, et supposons, qu'on a AB : 
DE : : AC : DF ; ; je dis que le triangle ABC est sem- 
Na à DEF. 

Prenez AG — DE et menez GH parallele. à \ BC, 
l'angle AGH sera égal à l’angle ABC*; et le. era 
AGH sera équiangle au triangle, ABC ;:on aura donc 
AB:AG :: AC:AH: mais, par hypothese, AB; DE :: 


 AC:DF, et par construction AG — DE ; donc Argus 


DF: Des deux. triangles AGH, DEF, ont donc un 


angle égal compris entre côtés égaux ; donc. 1ls sont 


égaux. Or le triangle AG est. ME TE à ABC; donc 


DEF est aussi semblable à ABC. 
PROPOSITION XXE» 1 
- THÉORÈME. 


Deux triangles qui ont les côtés. bordolog oues 
paralleles, ou qui les ont perpendiculaires Pa 
cun à chacun, sont semblables. 

Car, 1° si le côté AB est parallele à DE , et BC à 
EF » l'angle ABC sera égal à DEF" ; si de plus AC est 
paille à DF, l'angle ACB sera égal à DFE , et aussi 

Douz. éd. | 6 


. fig. 122. 
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BAC à EDF : donc les triangles ABC, DEF, sont 
eee donc ils sont semblables. 

2° Soit le côté DE perpendiculaire à AB, et le 
côté DEF à AC ; dans le quadrilatere AIDH %: deux 
angles I et. H dont droits ; les quatre angles valent 
ensemble quatre angles droits *; donc les deux res- 
tants [AH , IDH, vélent deux nee droits. Mais les 
deux Anyles EDF, IDH, valbht aussi deux angles 
droits ; ; donc l'angle EDF est égal à IAH ou BAC : 
pareillement si le troisieme côté EF est perpendi- 
culaire au troisieme BC, on démontrera que l’angle 
DFÉ—GC, ét DEF—PB ; donc les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacunñ , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des côtés paralleles, les côtés 
homologues sont les côtés paralleles, et, dans celui 
des côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen- 
diculaïres. Ainsi, dans _ce dernier cas, DE est homo- 
logue à AB, DF à AC, ét EF à BC. 

Le cas des cÔtés detpéndibiilairés pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles, différente 
de celle qui est supposée dans la fig. nr ; mais l’éga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours, 
soit par dés quadrilateres tels que AIDH, dont deux 
angles sont droits, soit par la comparaison de deux 
triangles qui, avec des angles opposés au sommet, 
auraient chacun un anglé droit * d'ailléurs, on pour- 
rait toujours supposer quon a construit au-dedans 
du triangle ABC un triangle DEF, dont les côtés 
seraient paralleles à ecux du triangle comparé à ABC, 
et alors la démonstration rentrerait dans le cas de la 


fig. 124. 
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PROPOSITION XXIL 
THÉORÈME. | 


Les lignes AF, AG, etc., menées comme on vou- 
dra par le sommet d'un triangle, divisent propor- 
tionnellement la base BC et sa parallele DE, de 
sorte qu’on a DI:BF : :IK : FG :: KL : GH, etc. 

Car, puisque DI est parallele à BF, le triangle 
ADI est équiangle à ABF, et on a la proportion 
DI:BF :: AI:AF ; de même IK étant parallele à FG, 
on à AI:AF::IK:FG; donc, à cause du rapport 
commun AI.AF, on aura DI:BF ::IK:FG. On trou- 
vera semblablement IK:FG :: KL:GH, etc. ; donc la 
ligne DE est divisée aux points I, K, L, comme la 
base BC l’est aux points F, G, H. 

Corollaire. Donc, si BC était divisée en parties 
égales aux points F, G, H, la parallele DE serait di- 
visée de même en parties égales aux points I, K, IL. 


PROPOSITION STE D 


THÉORÈME. 


Si de l'angle droit À d'un D, rectangle on 
abaisse la perpendiculaire AD sur l’hypoténuse; 

ro Les deux triangles partiels ABD, ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC ; 

2° Chaque côté AB ou AC sera moyen pro- 
portionnel entre l'hypoténuse BG et le segment 
adjacent BD ou DC; 

3° La Serie AD sera moyenne pro- 
portionnelle entre les deax segments BD, DC. 

Car, 1° le triangle BAD et le triangle BAC ont 
l'angle commun B; de plus l'angle droit BDA est 
égal à l'angle droit BAC ; donc 1e troisieme angle 
BAD de l’un est égal au troisieme C de l'autre ; do 2 

6. 


fig. 125. 
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ces deux triangles sont équiangles et semblables. On 
démontrera de même que le triangle DAC est sem- 
blable au triangle BAC; donc les trois triangles sont 
équiangles et semblables entre eux. 

2° Puisque le triangle BAD est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or, le côté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parce qu’ils sont opposés à des 
angles égaux, BAD, BCA ; l’hypoténuse BA du petit 
est homologue à lhypoténuse BC du grand; donc on 
peut former la proportion BD : BA :: BA : BG. On 
aurait de la même maniere DC: AC :: AC:BC; donc, 
2° chacun des côtés AB, AC, est moyen propor- 
tionnel entre l'hypoténuse et le segment ‘adjacent à 
ce côté. 

3° Enfin, la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne, en comparant les côtés homologues , BD .' 
AD :: AD:DC ; donc, 3° la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les segments BD, DC 


Schole, La proportion BD:AB :: AB:BC donne, 
én égalant le produit des extrèmes à celui des moyens, 


AB— BD x BC. On a de même AC—DC x BC, 


donc AB + AC—BD x BC+ DC x BC; le second 
membre est la même chose que (BD+ DC) x BC, 
et il se réduit à BC x BC ou BC ; donc on a AB 
+ AC— BC : donc le quarré fait sur l’hypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB, AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de l'hypoténuse par une voie 
très-différente de celle que nous avions suivie ; d’où 
l'on voit qu’à proprement parler, la proposition du 
quarré de l'hypoténuse est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans les triangles équiangles. 


TA 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
se réduisent, pour ainsi dire, à celle-ci seule, que 
les triangles Aranelts ont bus CÔtÉS es 
proportionnels. °° 

Il arrive souvent, comme on vient d’en voir un 
exemple, qu’en tirant des conséquences d'une ou de 
plusieurs propositions, on retombe sur des proposi- 
tions déja démontrées. En général, ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude, c'est 
quen les combinant ensemble d’une maniere quel- 
conque, pourvu quon raisonne Juste, on tombe 
toujours sur des résultats exacts. Il n’en serait pas de 
même si quelque proposition était fausse, ou n'était 
vraie quà-peu-près ; il arriverait souvent que , par 
la combinaison des propositions entre elles, l'erreu: 
s'accroîtrait et deviendrait sensible. C’est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons de la réduction a l absurde. Ges 
démonstrations , où l’on a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir que, 
s'il y avait entre elles la moindre inégalité, on serait 
conduit par la suite des raisonnements à une absur- 
dité manifeste et palpable ; d'où l'on est obligé de 
conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire. Si d’un point A de la circonférence on 
mene les deux cordes AB, AC, aux extrémités du 
diametre BC , le triangle BAC sera rectangle en A * ; 
donc , 1° a perpendiculaire AD est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, DC, du dia- 


metre, OU, Ce qui revient au même, le quarré AD 
est égal au rectangle BD x DC. 

2° La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
le diametre BC et le segment adjacent BD, ou, ce 


qui revient au même, AB—BD x BC On a sem- 


fig. 127, 
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blablement AC—CD x BC ; donc AB:AC:: BD: DC‘ 
et si on compare AB à BC, on aura AB :BC:: BD :BC ; 
on aurait de même AC:BC :: DG:BC. Ces rapports 
des quarrés des côtés, soit entre eux, soit avec le 


quarré de l’hypoténuse, ont été déja donnés dans les 
corol. x11 et 1v de la prop. xr. 


PROPOSITION XXI V. 
THÉORÈME. 


Deux triangles qui ont un angle égal sont 
entre eux comme les rectangles des côtés qui 
comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABC 
est au triangle ADE comme le rectangle AB x AC 
est au rectangle AD x AE. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE, ADE, dont le 
sommet commun est E, ont même hauteur, et sont 
entre eux comme leurs bases, AB, AD * ; donc, 

ABE:ADE:: AB: AD). 
On a de même, 
ABC: ABE :: AC:AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 
tant le commun terme ABE, on aura, 
ABC:ADE :: AB x AC:ADXAE. 

Corollaire. Donc les deux triangles seraient equi- 
valents , si le rectangle AB X AC était égal au rectan- 
ele ADXAE, ou si on avait AB:AD::AE:AC, ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallele à BE. 


PROPOSITION X XV. 
THÉORÈME. 


Deluix {triangles semblables sont entre eux 
comme les quarrés des côtés homologues. 
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Sois l'angle A—D et l'angle B—E ; d'abord à cause 
des angles égaux A et D, on aura, par la proposi- 
tion précédente, 

ABC:DEF :: AB x AC:DE x DF. 

On a d'ailleurs, à cause de la similitude des triangles, 

AB:DE :: AC:DF. 
Et si on multiplie cette proportion terme à terme par 
la proportion identique, 
AC:DF :: AC:DPF, 
il en résultera , | 

ABx AG: DE x DF :: AC:DF. 
Donc, 
ABC:DEF :: AC:DF. 

Donc deux triangles semblables ABC, DEF, sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AC, DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. | 


PROPOSITION XX VI. 


THÉORÈME, 


Deux polygones semblables sont composés 
d’un méme nombre de triangles semblables cha- 
cun à çhacun et semblablement disposés. 

Dans le polygone ABCDE, menez d’un même angle 
A les diagonales AC, AD aux autres angles. Dans 
l'autre polygone FGHIK, menez semblablement de 
l'angle F homologue à À, les diagonales FH, FI aux 
autres angles. | 

Puisque les polygones sont semblables, l'angle ABC 
est égal à son homologue FGH *, et de plus les côtés 
AB, BC, sont proportionnels aux côtés FG, GH ; de 
sorte quon a AB:FG:: BC:GH. Il suit de-là que les 
triangles ABC, FGH , ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels; donc ils sont sembla- 


fi. 122, 
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- bles *; donc l'angle BCA est égal à GHF. Ces angles 


égaux étant retranchés des angles égaux BCD, GHI, 
les restes ACD, FHI seront égaux : mais puisque les 
triangles ABC, FGH sont semblables, on à AC: 
FH :: BC:GH; d'ailleurs, à cause de la similitude des 
polygones *, BC: GH :: CD : HI; donc AC: FH :: 
CD:HL : mais on a déja vu que l'angle ACD—FHI ; 
donc les triangles ACD, FHI, ont un angle égal com- 
pris entre côtés proportionnels, donc ils sont sem- 
blables. On continuerait de même à démontrer la 
similitude des triangles suivants, quel que fût le nom- 
bre des côtés des polygones proposés ; donc deux 
polygones semblables sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
si deux polygones sont composes d’un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposes, ces 
deux polygones seront semblables. 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle ABC—FGH, BCA—GHF, ACD—FHI ; donc 
BCD—GHI, de même CDE—HIK, etc. De plus, on 
aura AB: FG :: BC:GH :: AC: FH :: CD: HI, etc. ; donc 
les deux polygones ont les angles égaux et les côtés 
proportionnels ; donc ils sont semblables. 


PROPOSITION XXVIL. 
| THÉORÈME. 


Les contours ou périmetres des polygones sern- 
blablessont comme les côtés homologues, et leurs 
surfaces sont comme les quarrés de ces mêmes. 
côtés. U 

Car, 1° puisqu'on a, par la nature des figures 


semblables, AB: KG :: BC: GH ;: CD : Hf, etc., on 
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peut conclure de cette suite de rapports égaux : La 
somme des antécédents AB+ BC+4-CD, etc., péri- 
metre de la premiere figure, est à la somme des consé- 
quents FG+-GH+4-HI, etc., périmetre de la seconde 
figure, comme un antécédent est à son conséquent, 
ou comme le côté AB est à son homologue FG. 

2° ro les triangles ABC, FGH sont sembla- 


bles, on a * ABC : FGH : : AC : FH ; de même les 
ESS semblables ACD, FHI, FOR ACD : FHI 


AG, : FH ; donc , à cause du rapport commun 


AC : FH, on a, 
ABC : FGH :: ACD : FHL 
Par un raisonnement semblable on trouverait, 
ACD : FHI :: ADE : FIK; 
et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand nombre 
de triangles. De cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC+4-ACD-+-ADE, 
ou le polygone ABCDE , est à la somme des consé- 
quents FGH+-FHI-+-FIK, ou au polygone FGHIK,, 


comme un antécédent ABC est à son conséquent 


FGH, ou comme AB est à FG ; donc les surfaces des 


* 


polygones semblables sont entre elles comme les quar- . 


rés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois figures semblables 
dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
côtés d'un triangle rectangle, la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres : 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quarrés 
de leurs côtés homologues ; or, le quarré de l’hypo- 
ténuse est égal à la somme des quarres des deux autres 
côtés ; donc, etc. 


29. 
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fig. 130, 


fig. 131. 


PROPOSITION XXVIIH. 


THÉORÈME. 


Les parties de deux cordes AB, CD, qui se 
coupent dans un cercle, sont réciproquement 
proportionnèlles, c’est-a-dire qu’on a AO : DO 
: : CO : OB. 

Joignez AC et BD : dans les triangles ACO , BOD, 
les angles en O sont égaux comme opposés au som- 
met ; l’angle A est égal à l'angle D, parce quils sont 


* inscrits dans le même segment * ; par la même raison 


l'angle C—B ; donc ces triangles sont semblables, et 
les côtés homologues donnent la proportion AO:DO . 
:: CO: OB. 

Corollaire. On tire de-la AO x OB—DO x CO : donc 
le rectangle des deux parties de l’une des cordes est 
égal au rectangle des deux parties de l’autre. 


PROPOSITION XXIX. 
THÉORÈME. 


Si d’un même point O, pris hors du cercle, on 
mene les sécantes OB, OC, ternunées à l’arc con- 


_ cave BC, les sécantes entieres seront réciproque- 


PES, 2. 


ment proportionnelles à leurs parties extérieures, 


c’est-à-dire qu’on aura OB : OC : : OD : OA. 

Car, en joignant AC, BD, les triangles OAC, OBD, 
ont l'angle O commun; de plus l’angle B—C*; donc 
ces triangles sont semblables ; et les côtés homologues 
donnent la proportion, | 

OB:OC :: OD:OA. 

Corollaire. Donc le rectangle OA XOB, est égal au 
rectangle OC x OD. 

Scholie. On peut remarquer que cette proposition 
a beaucoup d’analogic avec la précédente, et quelle 
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n'en differe qu’en ce que les deux cordes AB, CD, 
au lieu de se couper dans le cercle, se coupent 
au-dehors. La proposition suivante peut encore être 
regardée comme un cas particulier de celle-ci. 


PROPOSITION XX x. 


THÉORÈME. 


St d'un méme point O pris hors du cercle on fig. 132. 
mene une tangente OA et une sécante OC, la 
tangente sera moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure; de sorte qu'on 
aura OC: OA ::OA:OD; ou, ce qui revient au 
méme , OA=OC x OD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles OAD, 

OAC, ont l'angle O commun; de plus l’angle OAD, 

formé par une tangente et une corde *, a pour mesure * 19, 2. 

la moitié de l’arc AD, et l’angle C a la même mesure ; 

donc l’angle OAD—C ; donc les deux triangles sont 

semblables, et on a la proportion, | j 
OC:OA :: OA:OD, 

qui donne OA—OC x OD. 


PROPOSITION XXXI. 


THÉORÈME. 


Dans un triangle ABC, st on divise l'angle À en deux fig. 155. 
parties égales par la ligne AD, le rectangle des côtés AB, 
AC, sera égal au rectangle des segments BD, DC, plus ae, 
quarré de la sécante AD. 

Faites passer une circonférence par les trois points À, B, 
C, prolongez AD jusqu’à la circonférence , et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au triangle EAC; car, par 
hvpothese, l'angle BAD—EAC ; de plus l’angle B—E, 
puisqu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de l'arc AC; 
donc ces triangles sont semblables, et les côtés homologues 
donnent la proportion BA : AE :: AD : AC : de là résulte 


* 28. 


fig. 134. 
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BAXAC—AEX AD; mais AE— AD+4-DE, et en multi- 


pliant de part et d’autre par AD, on a AEX AD ENT 
AD XDE; d’ailleurs AD X DE—BD X DC * ; donc enfin 


BA X AC—AD-+BD x DC. 


PROPOSITION XXXIL. 


THÉORÈME. 


Dans tout triangle ABC, le rectangle des deux côtes AB, 
AC, est égal au rectangle compris par le diametre CE du 
cercle circonscrit et la perpendiculaire AD abaissée sur le 
troisieme côté BC. 

Car, en joignant AE, les triangles ABD, AEC, sont rec- 
tangles, l’un en D, l’autre en A; de plus l’angle B—E; donc 
ces triangles sont semblables, et ils donnent la proportion 
AB:CE::AD:AC; d’où résulte AB X AC—CE X AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la 
mème quantité BC, on aura AB X AC X BC—CE X AD x BC. 
Or, AD X BC est le double de la surface du triangle *; donc 
le produit des trois côtés d'un triangle est égal à sa surface 
multipliée par le double du diametre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s’appelle quelquefois un soude, 
par une raison qu’on verra ci-après. Sa valeur se conçoit 
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres, et multipliant les nombres dont il s’agit. 

Scholie. On peut démontrer aussi que la surface d’un 
triangle est égale à son périmetre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

Car les triangles AOB, BOC, AOC, qui ont leur sommet 
commun en O, ont pour hauteur commune Île rayon du 
cercle inscrit; donc la somme de ces triangles sera égale à 
la somme des bases AB, BC, AC, multipliée par la moitié 
du rayon OD; donc la surface du triangle ABC est égale 


à son périmetre multiplié par la moitié du rayon du cercle 


inscrit. * 
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PROPOSITION XXXIIL. 


THÉORÈME. 


Dans iout quadrilatere inscrit ABCD , Le rectangle des 
deux diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectan- 
gles des côtés opposés, de sorte qu'on a 

AC X BD —AB X CD-+-AD Xx BC. 

Prenez l’arc CO—AD , et tirez BO qui rencontre la dia- 
gonale AC en I. F 

L’angle ABD—CBI, puisque l’un a pour mesure la moitié 
de AD, et l’autre la moitié de CO égal à AD. L’angle ADB— 
BCI, parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB; 
donc le triangle ABD est semblable au triangle IBC, et on a 
la proportion AD:CI::BD:BC ; d’où résulte AD X BC— 
CI X BD. Je dis maintenant que le triangle A BI est semblable 
au triangle BDC ; car l’arc AD étant égal à CO, si on ajoute 
de part et d'autre OD, on aura l’are AO—DC; donc l’angle 
ABI—DBC; de plus l’angle BAT— BDC, parce qu’ils sont 
inscrits dans le même segment; donc les triangles ABI,DBC, 
sont semblables, et les côtés homologues donnent la propor- 
tion AB:BD:: AI:CD ; d’où résulte AB X CD —AI x BD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que 


AI X BD+-CI X BD—(AI-+CI) XBD—ACXBD, on aura . 


AD X BC+-AB X CD—AC X BD. 

Schole. On peut démontrer de la même maniere un au- 
tre théorême sur le quadrilatere inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion 
BD:BC::AB:BI, d’où résudte BIXBD—BCXAB. Si on 
joint CO, le triangle ICO, semblable à ABI, sera semblable 
à BDC , et donnera la proportion BD:CO::DC:OI; d’où 
résulte OIXBD—CO XDC, ou, à cause de CO—AD, 
OI X BD—AD x DC. Ajoutant les deux résultats, et obser- 
vant que BI X BD+-OI X BD se réduit à BO X BD, on aura, 

BO X BD—AB X BC+4-AD X DC. 

Si on eût pris BP— AD, et qu’on eût tiré CKP, on au- 

rait trouvé par des raisonnements semblables, 
CP x CA—AB x AD-+-BC x CD. 


. fig. 136. 
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Mais l'arc BP étant égal à CO, si on ajoute de part et 
d'autre BC, on aura l’arc CBP—BCO ; donc la corde CP 


est égale à la corde BO, et par conséquent les rectangles 


BO X BD et CP X CA sont entre eux comme BD est à CA ; 
donc, 
BD: CA :: AB X BC+-AD X DC:AD XAB-+BC x CD. 

Donc es deux diagonales d'un quadrilatére inscrit sont 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diago- 
nales quand on connait les côtés. 


PROPOSITION XXXI V. 
THÉORÉÈME. 


Soit P un point donné au-dedans du cercle sur le rayon 
AC, et soit pris un point Q au-dehors sur le prolongement 
du méme rayon, de sorte qu’on ait CP:CA:;:CA:CQ ; sc 
d'un point quelconque M de la circonférence on mere aux 
deux points P etQ les droites MP, MQ, Je dis que ces droi- 
tes seront partout dans un méme rapport, et qu’on aura 
MP:MQ::AP:AQ. 

Car. on a, par hypothese ,; CP:GA::CA:CQ ; mettant 
CM à la place de CA, on aura CP:CM :: CM:CQ; donc les 
triangles CPM, CQM, ont un angle égal € compris entre 
côtés proportionnels ; donc ils sont semblables *; donc le 
troisieme côté MP est au troisieme MQ comme CP est à CM: 
ou CA. Mais la proportion CP:CA :: CA:CQ donne, divr- 
dendo, CP:CA :: CA—CP:CQ-—CA, ou CP:CA::AP:AQ, 
donc MP:MQ::AP:AQ. 
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Problémes relatifs au Livre III. 


PROBLÈME PREMIER. 4 


Diviser une ligne droite donnée en tant de 


parties égales qu'on voudra, ou en parties pro- 
portionnelles à des lignes données. 

1 Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq 
parties égales ; par l'extrémité À on menera la droite 
indéfinie AG, et prenant AC d'une grandeur quel- 
conque, on portera AC cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G et l'extrémité B par la 
ligne GB, puis on menera CI parallele à à GB; je dis 
que AI sera la cinquieme partie de la ligne AB, et 
qu'ainsi en portant AT cinq fois sur AB, la ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car, puisque CI est parallele à GB, les côtés AG, 
AB, sont coupés proportionnellement en C et I *. Mais 
AC est la cinquieme partie de AG ; donc Al est la cin- 
quieme partie de AB. 

2° Soit proposé de diviser la ligne AB en parties 
proportionnelles aux lignes données P, Q, R. Par 
l'extrémité À on tirera l’indéfinie AG, on prendra 
AC=P, CD=—Q, DER, on joindra les extrémités 
E et B, et par les points C, D, on menera CI, DK, 
paralleles à EB ; je dis que la js AB sera diaés 
en parties AÏ, TK. KB, proportionnelles aux lignes 
données P, QR + 

Car, à cause des paralleles CI, DK, EB, les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, 
CD, DE *; ei par construction celles-ci sont égales 
aux lignes données P, Q, R 


PROBLÈME !l. 


Trouver une quatrième proportionnelle a trois 
lignes données À, B, C. 


w 


fig. 137. 
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Tirez les. deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA— A et DB—B, 


sur DF prenez DC—G, joignez. AC, et par le point 


B menez BX parallele à AC; je dis que DX sera la 
quatrieme proportionnelle demandée : car, puisque 
BX est parallele à AC, on a la proportion DA:DB:: 
DC:DX ; or, les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la quatrieme proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisieme 
proportionnelle aux deux lignes données À, B, car 
elle sera la même que la quatrieme one oMl Le 
aux trois lignes À, B, B. 


PROBLÈME III. 


Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données À et B. 

Sur la ligne indéfinie DF prenez DE—A , et EF—B: 
sur la ligne totale DF comme diametre, décrivez la 
demi - circonférence DGF ; au point E élevez sur le 
diametre la perpendiculaire EG, qui rencontre la cir- 
conférence en G; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. je 

Car la perpendiculaire GE, abaissée d'un point de 
la circonférence sur le diametre , est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diametre DE, 


. EF * : or, ces segments sont égaux aux lignes données 


A et B. 


PROBLÈME IV. 


Diviser la ligne donnée AB en deux parties, 
de maniere que la plus grande soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entiere et l'autre 
partie. 

À l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire BC égale à la moitié de AB; du point G 


æ 
Li 
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comme centre, et du rayon CB décrivez une circon- 
férence, tirez AC, qui coupera la circonférence en D, 


et prenez AF—AD ; je dis que la ligne AB sera divisée 
au.point F de la maniere demandée, c’est-à-dire qu'on 
aura AB:AF:: AF:FB. 

Car AB étant perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
CB, est une tangente ; et si on prolonge AC jusqu’à ce 
qu'elle rencontre de nouveau la circonférence en E, 
on aura * AE:AB:: AB:AD; donc, dividendo, AE 
— AB:AB:: AB—AD:AD. Mais, puisque le rayon 
BG est la moitié de AB, le diametre DE est égal à 
AB, et par conséquent AË—AB—AD—AF ; on a 
aussi, à cause de AF—AD, AB—AD—FB ; donc 
AF : AB :: FB:AD ou AF ; donc, invertendo, AB:AF 

:: AF:EB. 

Scholie. Gette sorte de division de la ligne AB 
s'appelle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D ; car, puisque AB—DE, on a AE:DE:: 
DE: AD. 


PROBLÈME V. 


Par un point donné À dans l'angle donné 
BCD, tirer la ligne BD de maniere que les parties 
AB, AD, comprises entre le point À et les deux 
côtés de l'angle, soient égales. 

Par le point À menez AË parallele à CD , prenez 
BE—CE, et par les points B et A tirez BAD, qui 
sera la ligne demandée. 

Car, AE étant parallele à CD , on a BE:EC:: BA: 
AD ; or BE—EC ; donc BA— AD. 


PROBLÈME VI. 


Faire un quarré équivalent a un parallélo- 


gramme ou à un triangle donné. 
Douz. ed. 7 


* 5o. 


fig. 142. 
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fig. 144. 


fig. 145. 


fig. 148, 
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1° Soit ABCD le parallélogramme donné, AB sa 
base, DE sa hauteur : entre AB et DE cherchez une 
moyenne proportionnelle XY *; je dis que le qüarré 
fait sur XY sera équivalent au parallélogramme ABCD. 
Car on a, par construction, AB:XY :: XY:DE ; donc 


XY—AB x DE : Or ABxDE est la mesure du pa- 


rallélogramme, et XY celle du quarré, donc ils sont 


équivalents. 
20 Soit ABC le triangle donné, BC sa base, AD sa 


hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 


BC et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne ; 
e dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car, puisquon a BC:XY :: XV : = AD, il en ré- 
sulte X Ÿ-=BC x AD, donc le bia rroMe sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 


PROBLÈME VII. 


Faire sur la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle doriné ABFC. 

Cherchez une quatrieme proportionnelle aux trois 
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatrieme pro- 
portionnelle, je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD:AB:: AC:AX., il en résulte 
AD xXAX—ABX%X AC; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABKC. 


PROBLÈME VIIl. 


Trouver en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données À et B au rectangle des deux 
ignes donnéesC et D. 

Soit X une quatrieme proportionnelle aux trois 
lignes B, C, D; je dis que le rapport des deux lignes | 
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A et Xsera égal à celui des deux rectangles AXB, 
GCx D. "1 
Car, puisqu'on a B:C::D:X, il en résulte GX D 
—BxX ; donc AXB:CxD::AxB:BxX::A:X. 
Corollaire. Donc, pour avoir le rapport des quar- 
rés faits sur lés lignes données À et C, cherchez une 
troisieme proportionnelle X aux lignes À et C, en 


sorté qu'on ait A:C::C:X,et vous aurez A°:C°:: 


A: XX 
PROBLÈME IX. 


Trouver en lignes le rapport du produit des 
trois lignes données À, B,C, au produit des 
trois lignes données P,Q,R. 

Aux trois lignes données P, A, B, cherchez une 
quatrieme proportionnelle X : aux trois lignes don- 
nées C, Q, R, cherchez une quatrieme proportion- 
nelle Y. Les deux lignes X, Ÿ, seront entre elles 
comme les produits AXBXC, PXQXR. 

Car, puisque P:A::B:X , on a AXB—PxX;: 
et, en multipliant de part et d'autre par C, AxB 
xC—CxPxX. De même, puisque G:Q::R:Y, 
il en résulte Q x R—C X Ÿ; et, multipliant de part et 
d’autre par P, on a PXQXR—PXxCxY, donc le 
produit AXBXC est au produit PXQXR comme 
CXxPxX està PXCX ŸY, où comme X est à Y. 


PROBLÈME X. 


Faire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d’abord 
la diagonale CE, qui retranche le triangle CDE ; par 
le point D menez DF parallele à CE jusqu'à la ren- 
contre AE prolongé ; joignez CF , et le polygone 
ABCDE sera équivalent au polygone ABCF qui à un 


côté de moins. 


fig. 149. 


fig. 146. 


x pr: 6, 


fig. 147. 
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Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune 
CE ; ils ont aussi même hauteur, puisque leurs som- 
mets D , F, sont situés sur une ligne DF parallele à la 
base; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 
de part et d'autre la figure ABCE, on aura d’un côté 
le polygone ABCDE, et de l’autre le polysone ABCF, 
qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l'angle B en substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC ; et 
ainsi le pentagone ABDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le même procédé s'appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d'un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scholie. On a déja vu que tout triangle peut être 
changé en un quarré équivalent *, ainsi on trouvera 


‘toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 


donnée; c’est ce qu’on appelle quarrer la figure recti- 
ligne, ou en trouver la quadrature. 

Le problème de {a quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont lé dia- 


metre est donne. 


PROBLÈME XI. 


Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 

Soient À et B les côtés des quarrés donnés : 

19 S'il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarrés, tirez lès deux lignes indéfinies ED, EF à 
angle droit; prenez ED—A et EG—B, joignez DG, 
et DG sera le côté du quarré cherche. 

Car le triangle DEG étant rectangle ; le quarré fait 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits & ED 
et EG. 

2° S'il faut trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés, formez de même l'angle droit 
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FEH , prenez GE égal au plus petit des côtés À et B; 
du point G, comme centre, et d’un rayon GH égal à 
l’autre côté, décrivez un are qui coupe EH en H; je 
dis que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle GEH est rectangle, l'hypoténuse 
GH=A, et le côté GE—B; donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

Scholie. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu’on voudra; car la con- 
struction qui en réduit deux à un seul, en réduira 
trois à deux, et ces deùx-ci à un, ainsi des autres. Il 
en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 


PROBLÈME XIl. 


Construire un quarré qui soit au quarré donné 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenéz EF—M , et FG 
— N ; sur EG, comme diametre, décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diametre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG, HE, que vous prolongerez indéfiniment : sur la 
premiere prenez HK égale au côté AB du quarré 
donné , et par le point K menez KI parallele à EG ; 
je dis que HI sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des paralleles KÏ, GE, on a HI:HK :: 


HE : HG ; donc HI: HK :: HE : HG : mais dans le 
triangle rectangle EHG *, le quarré de HE est au 
quarré de HG comme le segment EF est au seoment 
FG , oucomme M est à N, donc HI : HK :: MN. 
Mais HK— AB; donc le quarré fait sur HI est au 
quarré fait sur AB comme M est à N. 


fig. 150. 


* 93. 


Lg. 120. 


of 
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PROBLÈME XIII. 


Sur le côté FG, homologue a AB, décrire un 
polygone semblable au polygone donné ABCDE. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD : au point F faites l'angle GFH—BAC, et au 
point G l’angle FGH— ABC; les lignes FH, GH, se 
couperont en H, et FGH sera un triangle semblable 
à ABC : de même sur FH, homologue à AC, construi- 
sez le triangle FIH semblable à ADC, et sur FT, homo- 
logue à AD, construisez le triangle FIK , semblable à 
ADE. Le polygone FGHIK sera le polygone demandé, 
semblable à ABCDE. | 

Car ces deux polygones sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
placés *. 


PROBLÈME XIV. 


Deux figures semblables étant données, con- 
struire une figure semblable qui soit égale à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient À et B deux côtés homolcgues des figures 
données , cherchez un quarré égal à la somme ou àËla 
différence des quarrés faits sur À et B ; soit X le côté 
de ce quarré, X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à À et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problème 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues À et B ; donc:la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence des 
figures semblables faites sur les côtés A et B. 
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PROBLÈME XV. 


Construire une figure semblable «à une figure 
donnée, et qui soit à cette figure dans le rapport 
donné de M a N. 

Soit À un côté de la figure donnée, X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée ; il ftudra que le quarré 
de X soit au quarré de À comme M est à N'.Ontrou- *:;, 
vera donc X par le problème x1r; connaissant X , le 
reste s’achevera par le problème xxxr. 


PROBLÈME XVI. 


Construire une figure semblable à la figure Pig. 15x 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P,etle côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrieme proportionnelle aux trois 
lrgnes données M, N, AB ; sur le côté X, homologue 
à AB, décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis qu’elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Ÿ la figure faite sur le côté X , on 


aura P:Y : AB:X: mais, par construction DANS 5 A 
M:N, ou AB:X :: M:N:; donc P:Y::M:N: Mais on 
a aussi, par construction, M°—P et N°—Q; done 
P:V.:P:Q; donc Y—G; donc h figure Ÿ est sem- 
blable.à la figure P, et équivalente à la figure Q. 


PROBLÈME XVII. . 
Construire un rectangle équivalent à un fig. 15. 
quarré donné C, et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 
Sur AB, comme diametre, décrivez une demi-cir- 
conférence , menez parallèlement au diametre la ligne 
DE à une distance AD égale au côté du quarré donné C. 


fg. 153. 


fig. 154. 


*prob.1. 
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Du point E, où la parallele coupe la circonférence, 
abaissez sur le diametre la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB; et leur rectangle 
AF x FEB est égal au quarré de EF *, ou au quarré 
de AD; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholie. I faut, pour que le problème soit possible, 
que la distance AD n’excede pas le rayon, c'est-à-dire 
que le côté du quarré C n’excede pas la moitié de la 
ligne AB. 


PROBLÈME XVIII. 


Construire un rectangle équivalent à un quarré 
C, et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB, comme diametre, décri- 
vez une circonférence; à l'extrémité du diametre, 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car 1° la différence de ces côtés est égale au dia- 
metre EF ou AB; 2° le rectangle DE X DF est égal 


—— 2 
à AD”; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné C. 


PROBLÈME XIX. 


* Trouver la commune mesure, s’il y en a une, 
entre la diagonale et le côté du quarré. 
Soit ABCG un quarré quelconque, AC sa diagonale. 
Il faut d’abord porter CB sur CA autant de fois 
qu'il peut y être contenu *, et pour cela soit décrit 
du centre C et du rayon CB le demi-cercle DBE : on 
voit que CB est contenu une fois dans AC avec le 
reste AD, le résultat de la premiere opération est done 
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le quotient r avec le reste AD, qu'il faut comparer 
avec BC ou son égale AB. 

On peut prendre AF—AD, et porter réellement 
AF sur AB; on trouverait qu’il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant, et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse, ce ne serait là qu’un moyen méca- 
nique imparfait, d'où l’on ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC, CB, ont entre elles ou 
n’ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très-simple d'éviter les lignes décroissantes , et de 
n'avoir à opérer que sur des lignes qui restent toujours 
de la même grandeur. 

En effet, l'angle ABC étant droit, AB est une tan- 
gente , et AE une sécante menée du même point, de 
sorte quon a * AD:AB::AB:AE. Ainsi dans la se- 
conde opération , où il s’agit de comparer AD avec AB, 
on peut, au lieu du rapport de AD à AB, prendre 
celui de AB à AE : or AB ou son égale CD est conte- 
nue deux fois dans AE avec le reste AD ; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient 2 avec 
le reste AD quil faut comparer à AB. 

La troisieme opération, qui consiste à comparer AD 
avec AB , se réduira de même à comparer AB ou son 
égale CD avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

Delà on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née , et qu'ainsi 1l n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré : vérité qui était déja: 
connue par l’arithmétique ( puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: L/ 2 : 1)*, mais qui acquiert un 
plus grand degré de clarté par la résolution géo- 
métrique. 

Scholie. Il n’est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré; mais on peut en approcher tant 


* 30. 
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qu’on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La premiere opération a 
donné pour quotient 1 ; la seconde et toutes les autres 
à l'infini donnent 2 : ainsi la fraction dont il s’agit 


Par exemple , si on calcule cette fraction jusqu’au 
quatrieme terme inclusivement, on trouve que sa 


I 


valeur est 1 + ou ++; de sorte que le rapport appro- 
ché de la diagonale au côté du quarré est :: 41 : 29. 
On trouverait un rapport plus approché en calculant 


un plus orand nombre de termes. 
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LIVRE IV. 


LES POLYGONES RÉGULIERS, 
ET LA MESURE DU CERCLE. 


DÉFINITION. 


Us polygone qui est à-la-fois équiangle et équilatéral, 
s'appelle polysone régulier. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équilatéral est celui de trois côtés ; 
et le quarré, celui de quatre. 


PROPOSITION PREMIERE. 


THÉORÈME. 


Deux polygones réguliers d’un méme nombre 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient , par exemple, les deux hexagones réguliers 
ABCDEF , abcdef ; la somme des angles est la même 
dans l'inô et dans l’autre figure; elle est égale à huit 
angles droits *. L’angle À est la sixieme partie de 
cette somme aussi bien que l'angle 4; donc les deux 


angles À et a sont égaux ; il en est par conséquent de 


même des angles B et  , des angles G et c, etc. 

De plus, puisque par la nature de ces polygones 
les côtés AB, BC, CD, etc. , sont égaux, ainsi que ab, 
bc, cd, etc., il est clair qu’on a les proportions AB : 
ab :: BC:6c :: CD':cd, etc. ; donc les deux figures dont 
il s’agit ont les angles égaux et les côtés homologues 


proportionnels ; donc elles sont semblables *. 


fig. I 552. 
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“ 
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Corollaire. Les périmetres de deux polygones ré- 
guliers d’un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues, et leurs surfaces sont 
comme les quarrés de ces mêmes côtés *. 

Scholie. L’angle d’un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d’un 


polygone équiangle *. 
PROPOSITION 1E 
THÉORÈME. 


Tout polygone régulier peut étre inscrit dans 
le cercle, et peut lui étre circonscrit. 

Soit ABCDE, etc. , le polygone dont il s’agit, ima- 
ginez quon fasse passer une circonférence par les 
trois points À, B, C; soit O son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BC; joignez 
AO et OD. 

Le quadrilatere OPCD et le quadrilatere OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun , l'angle OPC—OPB, puisqu'ils sont droits ; 
donc le côté PC s'appliquera sur son égal PB , et le 
point C tombera en B. De plus, par la nature du 
polygone, l'angle PCD—PBA, donc CD prendra la 
direction BA, et puisque CD — BA, le point D tom- 
bera en À, et les deux quadrilateres coïncideront en- 
tièrement l'un avec l’autre. La distance OD est donc. 
égale à AO , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points À, B, GC, passera aussi par 
le point D : mais, par un raisonnement semblable, 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B,C, D, passera par le sommet sui- 
vant E, et ainsi de suite; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points À, B, C, passe par tous 
les sommets des ängles du polygone, et le polygone 
est inscrit dans cette circonférence. 
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En second lieu, par rapport à cette circonférence, 
tous les côtés AB, BC, CD, etc., sont des cordes égales; 
elles sont donc également éloignées du centre* ; donc 
si du point O , comme centre, et du rayon OP, on 
décrit une circonférence , cette circonférence tou- 
chera le côté BG et tous les autres côtés du polygone, 
chacun dans son milieu, et la circonférence sera in- 
scrite dans le polygone, ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. 

Scholie I. Le point O, centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit, peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone, et par cette raison 
on appelle angle au centre, Vangle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d'un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB, BC , etc. , sont égales, 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux, 
et qu'ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie IT. Pour inscrire un polygone régulier d’un 


certain nombre de côtés dans une circonférence don- 


née, il ne s'agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés ; car, les arcs étant égaux, les cordes AB, BC, 
CD , etc., seront égales ; les triangles ABO, BOC, 
COD , etc., seront égaux aussi, parce qu'ils sont équi- 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC, BCD, 
CDE, etc., seront égaux; donc la figure ABCDE, etc., 
sera un polygone régulier. 


PROPOSITION III 
PROBLÈME. 


Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 


* 8,2. 
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Tirez deux diametres AC, BD, qui se coupent à 
angles droits; joignez les extrémités A,B,C,D,etla 
figure ABCD sera le HuGTTé inscrit : car ls old 
AOB ; BOC , etc. , étant égaux, les cordes AB, BC, etc., 
sont égales. 

Scholie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscele, 
on a *BC:BO:: LV” 2:71; donc /e côté du quarre inscrit 
est ‘au ‘rayon comine la racine quarrée de 2 est. à 
l’unite. 


PROPOSITION IV. 


PROBLÈME. 


Inscrire un hexagone 1 répulier et un triangle 
équilatéral dans une CB AP En CE donnée. 

Supposons le problème résolu, et soit AB un côté 
de l'hexagone inscrit; si on mene les rayons AO, OB, 
je dis que le triangle AOB sera équilatéral. 

Car l'angle AOB est la sixieme partie de quatre -an- 
gles droits ; ainsi en HSE l'angle droit pour unité, 


on aura AOB — À —;< : les de autres aneles Fe 
BAO, du même ee valent ensemble 2—2 ou #, 
et comme ils sont égaux, chacun d'eux — = Haute le 


triangle ABO est équilatéral ; donc le cÔtÉ a l’hexa- 


gone inscrit est égal au rayon. 

Il suit de là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier dans une circonférence donnée, il de porter le 
rayon six fois sur la circonférence , ce qui ramenera 
au même point d'où on était parti. ‘à 

L’hexagone ABCDEF étant inscrit, si l'on joint lbs 
sommets des angles RE ant on formera le 
triangle équilatéral ACE, 

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et 
même un losange, puisque AB —BC—CO — AO; 


donc * la somme des quarrés des diagonales AC + 


2 
BO, est égale à la somme des quarrés des côtés, 
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laquelle est 4 AB ou 4 BO ; retranchant de part et 
d'autre BO, il restera AC —3 BO ; don AC:BO:: 
3:1, ou AC:BO::1/3:1; donc côte du triangle 
équilatéral inscrit est au rayon comme. da racine 
quarree de 3 est a l’unite. 


PROPOSITION Y. 


PROBLÈME. 


+ Inscrire dans un cercle donné un décagone 
régulier, ensuite un pentagone et un pentédé- 
cafÿorte. 

Divisez le rayon AO en moyenne et extrême raison 
au point M*, prenez la corde AB égale au plus grand 
‘segment OM, et AB sera le côté du décagone régulier 
qu'il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB, on a par construction AO: 
OM :: OM: AM ; ou, à cause de AB—OM, AO : AB 

:: AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun À compris entre côtés proportionnels ; 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- 
cele , donc le triangle AMB l’est aussi, et on a AB— 
BM : d'ailleurs AB— OM; donc aussi MB—OM ; 
donc le triangle BMO est omÈle: 

L'angle AMB, extérieur au triangle isoscele BMO ; 
est double de l’intérieur O *; or l'angle AMB—MAB; 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base , OAB ou OBA, est double de l'angle au som- 

-met O ; donc les trois angles du triangle LE cinq 
fois bite O, et ainsi l’angle O ëst la cinquieme 
partie de AU angles droits, ou la dixieme de qua- 
tre : donc l'arc AB est la dixieme partie de la cir- 
conférenee , et la corde AB est le côté du décagone 
régulier, 


fig. 159. 
*prob.4. 
lv. 3. 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les sommets 
du décagone régulier, on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. & 

Corollaire 11. AB étant toujours le côté du déca- 

one, soit AL le côté de l’hexa one; 4107 LE BL 
$ 2? (a $ 
sera , par rapport à la circonférence, + —--ou-"; donc 
la corde BL sera le côté du cntede age ou poly- 
P 3 
gone régulier de 15 côtés. On voit en même temps 
que l'arc CL est le tiers de CB. 

Scholie. Un polyseone régulier étant inscrit, si on 

POIYS S > 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales, et qu’on tire les cordes des demi-arcs, 
dSlléstel formeront un nouveau polygone régulier 
d'un nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
quarré peut servir à inscrire successivement les po- 
lygones réguliers de 8 , 16, 32, etc., côtés. De même 
l’hexagone servira à inscrire les polygones réguliers 


de 12,24 ,48 , etc., côtés ; le décagone, des polygones 


de 20, 40, 80, etc., côtés; le pentédécagone, des 
polygones de 30, 60, 120, etc., côtés (x). 


PROPOSITION VI. 
PROBLÈME. 


Étant donné le polygone régulier inscrit 
ABCD, etc. , circonscrire à la méme circonfé- 
rence un polygone semblable. 


(1) On a cru long-temps que ces polygones étaient les seuls - 
. qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie élé-, 
mentaire,ou, Ce qui revient au même, par la résolution des . 


équations du premier ct du second degré : mais M. Gauss a 
prouvé, dans un ouvrage intitulé Désquisitiones Arithmeticæ , Lip= 
siæ , 1801, qu'on peut inscrire par de semblables moyens le po- 
lygone régulier de dix-sept côtés, et en général celui de 241 
côtés, pourvu que 27—+-r soit un nombre premier. 


Gus 
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Au point T, milieu del'arc AB, menezla tangente GH, 
qui sera parallele à AB *; faites jé même Chose au milieu 
de chacun des autressares BC, CD, etc.; ces tangentes 
formeront par leurs intersections le polygone régulier 
circonscrit GHIR , etc., semblable au polygone: inscrit. 
Il est aisé de voir d'abord que les trois points O, 
B, H, sont en ligne droite, car les triangles rectan- 
gles OTH , OHN, ont l'hypoténuse commune OH, ec 
le côté OT —ON; donc ils sont égaux *; donc 
l'angle TOH — HON , et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B milieu de l’arc TN : par la même 
raison le point [ est sur le prolongement de OC, etc. 
Mais, puisque GH est paraliele à AB et HI à BC, 
l'angle GHI— ABC *; de même HIK — BCD, etc.; 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes paralleles, on a GH:AB:: OH:O0B, et HT: 
BC:: OH:0B ; donc GH:AB :: HI:BC. Mais AB — 
BC, donc GH—HI. Par lamême raison HI—IK, etc. ; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux; donc ce polygone est régulier et semblable 
au ET inscrit. 


Corollaire 1. Réciproquement, si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK , etc. , et qu'il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC,-etc., on 
voit qu'il suffirait de mener auxsommetsG,H, I, etc., 
du polygone donné les lignes OG, OH, etc. , qui ren 
contreraient la circonférence aux pointsA, B, C, etc.; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB, 
BC, etc., qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi, dans le même cas, joindre tout sim- 
plement les points de contact, T, N, P, etc., par les 
cordes TN, NP, etc., ce qui formerait évalement un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 


Corollaire II. Donc on peut circonscrire à un 
 Douz. éd. 8, 
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cercle donné tous les polygones réguliers qu'on sait 
inscrire dans ce cercle, et réciproquement. 


PROPOSITION VII. 
THÉORÈME. 


L’aire d’un polygone régulier est égale a son 
périmetre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 

Soit, par exemple, le polygone régulier GHIE , etc. ; 
le triangle GOH a pour mesure GH X <OT, le triangle 
OHI à pour mesure HIX:ON : mais ON — OT; 
donc les ceux triangles réunis ont pour mesure 
(GH+ HI) X<OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles, on verra que la somme de tous les 
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la 
somme des bases GH , HI, IK, etc., ou le périmetre 
du polygone, multiplié par OT, moitié du rayon du 
cercle inscrit. 

Scholie. Le rayon du cæcle inscrit OT n’est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l’appelle quelquefois l'apothéme du 
polygone. 

PROPOSITION VIIL. 
1 
THÉORÈME. 


Les périmetres des polygones réguliers d’un 
méme nombre de côtés sont comme les rayons 
des cercles circonscrits, et aussi comme les rayons 


des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme les 
 quarrés de ces mémes rayons. 


Soit AB un côté de l’un des polygones dont il 
s'agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon 
du cercle circonscrit, et OD, perpendiculaire sur AB, 


\“ 
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le rayon du cercle inscrit; soit pareillement ab le 
côté d'un autre polygone semblable, o son centre, 
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 
Les périmetres des deux polygones sont entre eux 
comme les côtés AB et ab ; mais les angles A et a sont 
égaux comme étant chacun moitié de l'angle du po- 
lygone ; il en est de même des angles B et 2; donc les 
triangles ABO, abo, sont semblables , ainsi que les 
triangles rectangles ADO, ado; donc AB:ab :: AO: 
ao :: DO: do ; donc les périmetres des polygones sont 
entre eux comme les rayons AO, ao, des cercles cir- 
conscrits > et aussi comme les rayons DO, do, des 
cercles inscrits. | 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues AB, ab; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayons des cercles circonscrits AO, ao , ou comme les 
quarrés des rayons des cercles inscrits 0% od. 


PROPOSITION IX. 


LEMME. 


‘l'oute ligne courbe ou polygone qui enveloppe 
d’une extrémité à l’autre la ligne convexe AMB 
est plus longue que la ligne enveloppée AMB. 


Nous avons déja dit que par ligne convexe nous 


entendons une ligne courbe ou polygone, ou en par- 


tie courbe et en partie polygone, telle qu'une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités, elle cesserait d’être convexe, parce qu'il est aisé 
de voir qu’une ligne droite pourrait la couper en’ plus 
de deux points. Les arcs de? cercle sont essentielle- 
ment convexes; mais la proposition dont il s'agit main- 
tenant s'étend à une ligne quelconque qui remplit la 


condition exigée. | 
8. 


fig. 162, 


fig. 163, 


fig. 164. 
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Cela posé, si la ligne AMB n'est pas plus petite que 
toutes celles qui l'enveloppent, il exisiera parmi ces 
dernieres une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite que AMB, ou tout au plus 
égale à AMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante ; 
entre les deux lignes menez par-tout où vous voudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB, 
ou du moins qui ne fasse que la toucher ; la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ; donc, si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la 
ligne enveloppante APOB plus courte que APDOB. 
Mais, par hypothese, celle-ci doit être la plus courte 
de toutes; donc cette hypothese ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
que AMEB. | 

Scholie. On démontrera absolument de la même 
maniere qu'une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB& est plus courte que toute ligne qui l’en- 
velopperait de toutes parts, soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points, 
soit qu'elle l’environne sans la toucher. 


PROPOSITION X. 
LEMME. 
Deux circonférences concentriques étant don- 
nées, on peut toujours inscrire dans la plus grande 


un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pas la plus petite, et on peut aussi circonscrire à 


la plus petite un polygone régulier dont les côtés 


ne rencontrent pas la grande ; de sorte que dans 
l’un et dans l’autre cas les côtés du polygone dé- 
critseront renfermés entre les deux circonférences. 

_ Soient CA, CB, les rayons des deux circonférences 
données. Au point À menez la tangente DE termi- 
née à la grande circonférence en D et E : inscrivez 


à 


LA 


c24 
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dans la grande circonférence l’un des polygones ré- 
guliers quon peut inscrire par les problêmes précé- 
dents, divisez ensuite les ares sous-tendus par les 
côtés en deux parties égales, et menez les cordes des 
demi-arcs; vous aurez un polygone régulier d'un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs-jusqu’à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DBE. Soit MBN cet arc ( dont le milieu est sup- 
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus 
éloignée du centre que DE, et qu'ainsi le polygone 
réculier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées, joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté d’un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande, 
dont le côté est MN. Or il est clair que le Cohele 
circonscrit qui a pour côté PQ, ne saurait rencon- 
trer la grandé circonférence, puisque CP est moindre 
que CM. 

Donc, par la mème construction, on peut nr: ire 
un LOL ina régulier inscrit dans ke grande circon- 
férence, et un polygone semblable circonscrit à la 
petite, lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG, 


ICH , on pourra de même inscrire dans le plus 


une portion de polygone régulier, ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
l'arc FBG successivement en 2, 4,8, 16, etc. "parties 
égales, jusqu'à ce qu'on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. é 
Nous appelons ici portion de polygone regulier Va 
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites 


# 


& 


165. 
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dans l'arc FG d’une extrémité à l’autre. Cette portion 
a les propriétés principales des polygones réguliers, 
elle a les angles égaux et les côtés égaux, elle est à-la- 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle; cepen- 
dant elle ne ferait partie d’un polygone régulier pro- 
prement dit, qu autant que l’arc sous-tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circon- 
férence. 


PROPOSITION XL. 


THÉORÈME. 


Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons, et leurs surfaces comme les 
quarrés des rayons. 

Désignons, pour abréger, par cire. GA la circon- 
férence qui à pour rayon CA; je dis qu'on anra 
cire. CA : cire. OB :: CA :OB. 

Car, si cette proportion n’a pas lieu, CA sera à 
OB comme cc. CA est à un quatrieme terme plus 
grand ou plus petit que cérc. OB : supposons-le plus 
petit, et soit, s'il est possible, CA:OB::c#c. CA: 
cire. OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 
un polygone régulier EFGKLE, dont les côtés ne 
rencontrent point la circonférence dont OD est le 
rayon *; inscrivéz un polygone semblable MN P'TSA 
dans la vohféréhée dont CA est le rayon. 

Cela posé, puisque ces polygones sont semblables, 
leurs périmetres MNPSM, EFGKE sont entre eux 
comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits * 
et on aura MNPSM : EFGKE :: CA:OB; mais, 
par hypothese, CA : OB #czrc. CA: cire. OD; elonc 
MNPSM : EFGKE :: crc. CA : cire. OD. Or, cette 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 


-est moindre que cire. CA Ÿ, et au contraire EFGKE 


4 
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est plus qd que ezrc. OD; donc il est impossible 
que CA soit à OB comme circ. CA est à une circonfé- 
rence plus petite que cire. OB, ou, en termes plus 
généraux, il est impossible qu'un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence décrite du premier 
rayon est à une circonférence plus petite que la cir- 
conférence décrite du second rayon. 

De à je conclus qu’on ne peut avoir non plus, CA 
est à OB comme crc. CA est à une circonférence 
plus grande que cire. OB ; car si cela était, on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à CA comme une 
circonférence plus grande que cire. OB est à circ. CA, 
ou, ce qui est la nrême chose, comme circ. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. CA; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence dé- 
crite du premier rayon est à une circonférence plus 
petite que la circonférence décrite du second rayon, 
ce qui a été démontré impossible. 

Puisque le quatrieme terme de la proportion CA: 
OB::circ. CA:X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cérc. OB , il faut qu’il soit égal à crc. OB; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 


Nous n’entrerons pas dans d'autres détails sur cette . 


proposition, qui d'ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. 


Corollaire. Les arcs semblables AB, DE, sont fg. 166. 


comme leurs rayons AC, DO, et les secteurs sembla- 
bles ACB, DOE,, sont comme les quarrés de ces mêmes 


rayons. 
Car, puisque les arcs sont semblables, l'angle C 


est égal à l'angle O*; or l'angle C est à quatre angles 


droits comme l'arc AB est à la circonférence entiere 


# 


a ot 


* 


fig. 176. 
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décrite du rayon AC*, et l'angle O est à quatre angles 
droits comme l'arc DE est à FA circonférence décrite 
du rayon OD; donc les arcs AB, DE, sont entre eux 
comme les circonférences dont ils font partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC, DO, done 
arc AB : arc DE :: AC:DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE, sont 
comme les cercles entiers, ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons; donc sect. ACB : sect. DOL::. 


AC : DO. 


PROPOSITION XII. 


THÉORÈME. 

L’aire du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par la moitié du rayon. 4 

Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le 

rayon est CA; je dis qu’on aura surf. CA—<CA x 
circ. CA. 

Car si CA X cire. CA n’est pas l'aire du cercle dont 
CA est le rayon, cette quantité sera la mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
qu'elle est la mesure d’un cercle plus grand ; et soit, 
s’il est possible, = CA X cire. CA — surf. CB: 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG:, etc., dont les côtés ne ren- 
contrent pas la circonférence qui a CB pou rayon *; 
la surface de ce polygone sera égale à son conteur 
DEEP +FG+etc. multiplié par+AC*: mais le 
contour Gu polygone est plus grand que la cicon- 
férence inscrite, puisqu'il l'enveloppe de toutes parts ; 
donc la surface du polygone DEFG., etc., est plus 
orande que + AC X cire. AC, qui, par hypothese:, est la 
mesure du cercle dont GB est le rayon; donc le poly- 
yone serait plus grand que Île cercle. Or au contraire 


5 
wi 
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il est plus petit, puisqu'il y est contenu; donc il est 
impossiblé que = CA X circ. CA soit plus grand que 
surf. CA, ou, en d'autres termes, il est impossible que 
la. circonférence d'un cercle multipliée par la moitié 
de son rayon soit la mesure d’un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure, je supposerai qu'il s'agit du cercle 
dont CB est le rayon; il faut donc prouver que CB 
x circ. CB ne peut être la mesure d'un cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est CA. 
En effet, soit, s'il est possible, 2CB X cire. CB — 
surf. CA. | 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, la 
surfacé du polygone DEFG., etc., aura pour mesure 
(DE +HEF + FG+ etc.) x = CA; mais le :contour 
DE + EF + FG+etc., est moindre que circ. CB 
qui l’enveloppe de toutes parts; donc l'aire du poly- 
gone est moindre que + CA X cire. CB, et à plus forte 
raison moindre que = CB x cire. CB. Cette derniere 
quantité est, par hypothese, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon; donc le polygone serait moindre 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi- 
pliée par la moitié de son rayon, soit la mesure d’un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multiphée 


par la moitié de son rayon est la mesure de ce même 


cercle. 

Corollaire 1. La surface d'un secteur est égale à l'arc 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. | 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme 
l'arc. AMB est à la circonférence entiere ABD*, ou 
comme AMB x = AC est à ABD x =AC. Mais le cercle 


entier ABD x :AC; donc le secteur ACB a pour 


mesure AMB x - AC, 


f.165. 
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Corollaire AI. Appelons x la circonférence dont le 
diametre est l'unité; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diametres, on pourra 
faire cette proportion : le diametre 1 est à sa circonfé- 
rence 7 comme le diametre 2CÀ est à la circonfé- 
rence qui à pour rayon CA; de sorte quon aura 
15m:: 20A!: cire. CA" dont crc, CA 5% XICA. 


4 


Multipliant de part et d'autre par + CA, on aura 


CA X cire. CA — TX CA, ou surf. CA= 7. CÀ ; 
donc {a surface d’un cercle est égale au produit du 
guarré de son rayon par le nombre constant t, qui 
represente la circonference dont le diametre est x, ou 
le rapport de la circonference au diametre. 
Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 


OB sera égale à x x OB ; or # x CA : # x OB:: 
CA :OB: donc les surfaces des cercles sont entre elles 
comme les quarres de leurs rayons, ce qui s'accorde 
avec le théorème précédent. 

Scholie. Nous avons déja dit que le problème de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu; or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon, 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*: 
ainsi te problème de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connait le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou au diametre. 

Jusqu'à présent on n’a pu déterminer ce rapport 
que d'une maniere approrhée; mais l’approximation 
a été poussée si loin, que la connaissance du rapport 
exact n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question, qui a beaucoup 
occupé les géometres lorsque les méthodes d’approxi- 
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mation étaient moins connues, est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de sioccuper qu'à ceux qui ont à peine les premieres 
notions de géométrie. 

aa a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diametre est. compris entre 32 et 3,+; 
ainsi 3- ou “est une valeur déja fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par 7, et cette 
premiere approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Metius a trouvé pour le même nombre 


la valeur beaucoup plus approchée 355% Enfin la va- 
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leur de x, développée jusqu'à un certain ordre de 
décimales, a été trouvée par d’autres calculateurs 
3,141592653589703>2, etc., et on à eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu’à la cent vingt-septieme 
ou même jusqu'à la cent-quarantieme. Il est évident 
qu’une telle approximation équivaut à la vérité, et 
qu'on ne connaît pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. 

On expliquera, dans les problèmes suivants, deux 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 


PROPOSITION XIII. 


PROBLÈME. 


Etant données les surfaces d’un polygone ré- 


gulier inscrit et d’un polygone semblable cir- 
conscrit, trouver les surfaces des polygones ré- 
guliers inscrit et circonscrit d’un nombre de côtés 
double. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit, EF 
parallele à AB, celui du polygone semblable circon- 
scrit, C le centre du cercle; si on tire la corde AM et 
les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le côté du 


fig. 169. 
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polygone inscrit d’un nombre de côtés double, et 
PQ double de PM sera celui du polygone semblable 
circonscrit *. Cela posé, comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles égaux à ACM, il 
suffit de considérer l’angle ACM seul, et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit À la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté, B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit, A' la surface du polygone dont 
AM est un côté, B' la surface du polygone semblable 
circonscrit; À et B sont connus, il s'agit de trouver 
A''et:B; 

10 Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est À, sont.entre eux comme leurs bases 
CD, CM; d’ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones À et A’ dont ils font partie; donc A:A':: 
CD:CM. Les triangles CAM, CME, dont le sommet 
commun est M, sont entre eux comme leurs bases 
CA, CE; ces mêmes triangles sont comme les poly- 
gones À’et B dontils font partie; donc A':B::CA:CE. 
Mais à cause des paralleles AD, ME, on a CD :CM:: 
CA:CE; donc A:A'::A':B; donc le polygone À, 
V’ur de ceux que l’on cherche, est moyen propor- 
tonnel entre les deux polygones connus À et B, eton 


a par conséquent A’— VA Xx B. 

2° À cause de la hauteur commune CM, le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
l'angle MCE, on a* PM:PE::CM:CE::CD:CA :: 
A:A'; donc CPM:CPE::A:A, et par suite, CPM: 
CPM + CPE, ou CME::A:A<+A'. Mais CMPA 
ou 20MP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B’ et B dont ils font partie; donc B':B:: 
2A: A+ A". On a déja déterminé A'; cette nou- 
velle proportion déterminera B', et on aura B'— 
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AXB ; 
Re dont, au moyen des polygones A et B, il est 
facile de trouver les polygones A’ et B’ qui ont deux 
fois plus de côtés. 


PROPOSITION XIV. 
| PROBLÈME. 


Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diametre. 


Soit le rayon du cercle 1, le côté du quarré 
inscrit sera V/2*, celui du quarré circonscrit sera 
égal au diametre 2; donc la surface du quarré ins- 
crit— 2, et celle du quarré circonscrit — 4. Mainte- 
nant, si On fait A—2 et B—4, on trouvera par le 
problème précédent l’octogone inscrit A'—1/8— 
(NL 
2EV8 
3,3137089. Connaïssant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
iygones d’un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer ÀA—2,8284271, B—3,3137085, et 
on aura A'—V/AXB—3,0614674, et B = 
—=3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à counaître ceux de 32, et on continuera ainsi 
jusqu’à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
daris l'ordre de décimales auquel on s’est arrêté, qui 
est le septieme dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc si 
ceux-ci ne different point entre eux jusqu’à un certain 


2,8284271, et l'octogone circonscrit B'— 


LE" 


PR. 


Es 
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ordre de décimales, le cercle n’en différera pas non 
plus jusqu'au même ordre. 

pic le calcul de ces polygones prolongé jusqu’à 
ce qu'ils ne different plus dans le septieme ordre de 
décimales. sd 


Nombre des côtés. Polygone inscrit. Polygone circonscrit. 
PEAR 2,0000000 ...... 4,0000000 
BUT 2,020427 140 3,3137089 

PAS LES 3,00146744 0 3,1825979 
SOU A SES, DA EAN L 3,1917249 
CYAN NET 7 D, TD AS OUR 0 3,1441184A 
12814 5 DT AOAILEN Fine 3,1422230 
HD NN Lu SHARE TA) UE 3,1417304 
an a SNA AT ee DA 3,1416321 
LOTUS 20 GITATATIONISTUAE 3,1416025 
AOARNELENRUE. DSTAT DOTE ele. 3,1415997 
40007 ).1/: 24 SA LE CAE QU ARTS 3,1415033 
ee ANAYA A B1ALDD20) 040, 3,1419928 
OR LL... J1419029 14: DJ LAI002Y 
ASm08 | Ne) 3,2419926. . 0: 3,1415926 


De là je conclus que la surface du cercle — 
3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der- 
niere décimale à cause des erreurs qui viennent des 
parties népligées; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus, pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver ;usque duns la derniere décimale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon, le rayon étant 
1, la demi-circonférence est 3,1415926; ou bien le 
diametre étant 1, la circonférence est 3,1415926; 
donc le rapport de la circonférence au diametre dé- 
signé ci-dessus par 7 —3,1415926. 
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PROPOSITION XV. 
LEMME. 


Le triangle CAB est équivalent au triangle 1soscele DCF,, 
qui a le méme angle C, et dont le côté CE égal à CD est 
moyen proportionnel entre CÀ et CB. De plus, si l'ange 
CAB est droit, la perpendiculaire CF abaissée sur la base 
du triangle isoscele , sera moyenne proportionnelle entre le 
côté CA et la demi-somme des côtés CA , CB. 

Car, 1° à cause de l’angle commun C, 1à triangle ABC est 
au triangle isoscele DCE comme AC X CB est aDCX CE, ou 


DC"; donc ces triangles seront équivalents, si DC —AC 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. 

2° La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
l'angle ACB, on a* AG :GB :: AC : CB, d’où résulte, compo- 


nendo, AG:AG-+-GB ou AB::AC:AC-+CB; mais AG 


est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
2CDF ; d’ailleurs, si l’angle A est droit, les triangles rectan- 
gles ACG , AE seront semblables, et donneront ACG.: 


rx | 


CDEF :: AC: CF, donc, 


AC: M NE 
Multipliant le second rapport par AC, les antécédents de- 


—— 2 
viendront égaux, et on aura par conséquent 2CF — AC x 


2 AC + CB 
(AC + CB), ou CF—ACX (EE), donc 2° si langle 


_Aest droit, la perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
tionnelle entre le côté AC et la demi-somme des côtés 
AC, CB. 


PROPOSITION XVI. 
PROBLÈME. 


Trouver un cercle qui differe aussi peu qu’on voudra d'un 
polygone régulier donné. 
Soit proposé, par exemple, le quarré BMNP ; abaissez du 


fig.170. 


Fa 5. 


fig. 171. 


LT 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côté MB, et joïignez 
CB. * 

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même 
quarré; le premier sera plus petit que le quarré, le second 
sera plus grand ; mais il s’agit de resserrer ces limites. 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB, et joignez ED ; le triangle isoscele 
CDE sera équivalent au triangle CAB* ; faites de même pour, 
chacun des huit triangles qui composent le quarré , vous 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarre 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen propor- 

" 
tionnel entre CA not sera inscrit dans l’octogone, et 
le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné et le second 
plus grand. | 

Si on change de la même maniere le triangle rectangle 
CDF en’ un triangle isoscele équivalent, on formera par ce 
moyen un polygone régulier de seize côtés, équivalent au 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plus 
petit que le quarré, et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'a ce que le rapport entre 
le rayoz du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
differe aussi peu qu’on voudra de l'égalité. Alors l’un et 
l’autre cercle pourront être regardes comme équivalents au 
quarré proposé. 

Scholie. Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit & le rayon du cercle inscrit dans l’un des 
polygones trouvés , le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone; soient a’ et à’ les rayons semblables pour le po- 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré!, b''est une moyenne proportion- 
nelle entre & et b, et a! est une moyenne proportionnelle 

«a 


entre «a et 


a+-b 
Vax — 


A 
; de sorte qu’on aura b'=—V/aXb, et a! — 


; donc les rayons a et b d’un polygone étant 


& 
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connus, on en conclut facilement les rayons a! et b' du po- 
lygone suivant : et on continuera ainsi jusqu'a ce que la 
différence entre les deux rayons soit devenue insensible ; 
alors l’un ou l’autre de ces rayons sera le rayon du cercle 
équivalent au quarré ou au polygone proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
elle se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc- 
cessives entre des lignes connues ; mais elle réussit encore 
mieux en nombres, et c’est une des plus commodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp- 
tement le rapport approché de la circonférence au diametre. 
Soit le côté du quarré — 2, le premier rayon inscrit CA sera 
1, et le premier rayon circonscrit CBisera / 2 ou 1,4142136. 
Faisant donc a—1, b—1,4142136, on trouvera b'— 
1,1892071 , et a'—1,0986841. Ces nombres serviront à 
calculer les suivants d’après la loi de continuation. 

Voici le résultat du calcul fait jusqu’à sept ou huit chiffres 
par les tables de logarithmes ordinaires. 


Rayons des cercles circonscrits, Rayons des cercles inscrits. 
1,4142136 :.:..:...:....:....  1,0000000. 
1,1892071 8 9 ee ee + © s + © © « + 1,0986841. 


4,143000 +............:..  1,1210803. 


:,1320149 dre lite hat oholte eee eu 1,1265639. 
1,1292902 PÉNEICENONÉ ETRENS …. 1,1279207. 
1,1286063 :....... ses... 1,1282607. 


Maintenant que la premiere moitié des chiffres est la 
même des deux côtés, on pourra, au lieu des moyens géo-- 
métriques , prendre les moyens arithmétiques , qui n’en dif- 
ferext que dans les décimales ultérieures. De cette maniere 
lopération s’abrege beaucoup, et les résultats sont : 


1,1284360 -+-............. +. 1,1283508. 
11288934! euh: dunes a ui1;2120 80e 
1,1283827 S api a CRT 2%: 1,1283774. 
rabat. à des als ces.  1,128378n. 
11283794 ++... sen, 1,1283791. 


1,12837092 où ete jaroite Si id 0 1,1283792. 
Douz. éd. re) 
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Donc 1,1283792 est à très- peu près Le rayon du cercle 
égal en sts-face au quarré dont le côté est 2. De là il est fa- 
eile de trouver le rapport de la circonférence au diametre : 
car on a démontré que la surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon multiplié par le nombre x ; donc, si 
on divise la surface 4 par le quarré de 1,1283792 , on aura 
la valeur de +, qui se trouve par ce calcul de 3,141b926, etc., 
comme on l’a trouvée par une autre méthode. 


APPENDICE AU LIVRE IV. 


. 4 
DEFINITIONS. 


I. Ok appelle maximum la quantité la plus grande entre 
toutes celles de la même espece; z7irimum la plus petite. 
Ainsi le diametre du cercle est un maximum entre toutes 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et 
la perpendiculaire est un r2ërimuin entre toutes les droites 
menées d’un point donné à une ligne donnée. 
IT. On appelle figures rsopérimetres celles, qui ont des pé- 


Y 


rimetres égaux, 
PROPOSITION PREMIERE. 
THÉORÈME. 


Entre tous les triangles de méme base et de méme péri 
metre , le triangle maximum est celui dans lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux. 

Soit AC — CB , et AM + MB — AC +- CB; je dis que le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMB 
qui a même base et même périmetre. 

Du point C, comme centre, et du rayon CA — CB, dé- 
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D; 
joignez DB; et l'angle DBA , inscrit dans le demi-cercle, 
sera un angle droit *  Prolongez la perpendiculaire DB vers 
N, faites MN —MB, et joignez AN. Enfin des points M et C 
abaissez MP et CG, per pendiculaires sur DN. Puisque CB — 


LIVRE IV. 131 
CD'et MN = MB, on a AC +- CB — AD, et AM + MB— 
AM -+-MN. Mais AC +-CB — AM +- MB; donc AD— AM-+ 
MN ; donc AD > AN : or si l’oblique AD est plus grande que 
l’oblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpendicu- 
laire AB; donc DB > BN; donc BG, qui est moitié de BD *, 
sera plus grande que BP moitié de BN. Mais les triangles 
ABC, ABM, qui ont même base AB, sont entre eux comme 
leurs hauteurs BG, BP; donc, puisqu'on a BG > BP, le tri- 
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
de même base et de même périmetre. 


PROPOSITION II. 


THÉORÈME. 


Entre tous les polygones isopérimetres et d’un méme 
nombre de côtés, celui qui est un maximum a ses côtés 
égaux. " 

Car soit ABCDEF le polygone maximum ; si le côté BC 
n'est pas égal à CD, faites sur la base BD un triangle isos- 
cele BOD qui soit isopérimetre à BCD, le triangle BOD sera 
plus grand que BCD *, et par conséquent le polygone 
ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
ne serait pas le maximum entre tous ceux qui ont le même 
périmetre et le même nombre de côtés, ce qui est contre la 
supposition. On doit donc avoir BC — CD : on aura par la 
même raison CD — DE, DE— EF, etc. ; donc tous les côtés 
du polygone maximum sont égaux entre eux. 


PROPOSITION III. 
THÉORÈME. 


De tous les triangles formés avec deux côtés donnés far- 
sant entre eux un angle à volonté, le maximum est celui 
dans lequel les deux côtés donnés font un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont le côté AB 
commun, et le côté AC— AD ; si l'angle BAC est droit, je 
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD, 
dans lequel l’angle en À est aigu ou obtus. 


9: 
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Car la base AB étant la même, les deux triangles BAC, 
BAD, sont comme les hauteurs AC, DE : mais la per- 
pendiculaire DE est plus courte que l’oblique AD ou son 
égale AC ; donc le triangle BAD est plus petit que BAC. 


PROPOSITION IV. 
THÉORÈME. 


De tous les polygones formés avec des côtés donnés et un 
dernier & volonté, le maximum doit étre tel que tous ses 
angles sotent inscrits dans une demi- circonférence dont le 
côté inconnu sera le diametre. 

Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés avec 
les côtés donnés AB, BC, CD, DE, EF, et un dernier AF 
a volonté; tirez les diagonales AD, DF. Si l'angle ADF 
n’était pas droit, on pourrait, en conservant les parties 
ABCD , DEF, telles qu'elles sont, augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent le polygone entier, en rendant 
l'angle ADF droit, conformément à la proposition précé- 
dente ; mais ce polygone ne peut plus être augmenté, puis- 
qu'il est supposé parvenu à son maxünum; donc l'angle 
ADF est déja un angle droit. Il en est de même des angles 
ABF , ACF, AEF ; donc tous les angles À, B,C,D,E,F, 
du polygone maximum sont inscrits dans une demi-circon- 
férence dont le côté indéterminé AF est le diametre. 

Scholie. Cette proposition donne lieu à une question ; sa- 
voir, s'il y a-plusieurs manieres de former un polygone avec 
des côtés donnés , et un dernier inconnu qui sera le diametre 
de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés sont 
inscrits. Avant de décider cette question, il faut observer 
que si une même corde AB sous-tend des arcs décrits de 
différents rayons AC, AD, l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le plus petit dans le cercle dont le rayon 
est le plus grand ; ainsi ACB< ADB. En effet l'angle ADO 
—ACD-+4-CAD*; donc ACD< ADO, et en doublant de 
part et d'autre on aura ACB<ADB. 
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PROPOSITION N' 
THÉORÈME. | 


Îl n'y a qu'une maniere de former le polygone ABCDEF, 
avec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia- 
metre de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés 
sont 1RSCTUS. 

Car, supposons qu’on a trouvé un cercle qui satisfasse à 
la question ; si on prend un cercle plus grand , les cordes 
AB, BC, CD, etc., répondront à des angles au centre plus 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits; ainsi les extrémités des côtés 
donnés n’aboutiront plus aux extrémités d’un diametre, 
L'inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit; donc le polygone dont il s’agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholie. On peut changer à volonté l’ordre des côtés AB, 
BC, CD, etc., et le diametre du cercle circonserit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone; car, quel 
que soit l’ordre des arcs AB, BC, etc., il suffit que leur 
somme fasse la demi-circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu'il sera égal au demi- 
cercle moins les segments ‘AB, BC, etc., dont la somme 
est toujours la même. 


PROPOSITION VI. 
THÉORÈME,. 


De tous les polygones formés avec des côtés donnés , le 
maximum est celui qu’on peut inscrire dans un cercle. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit, et abcdefg le non- 
inscriptible formé avec des côtés égaux, en sorte qu'on ait 
AB— ab, BC— bc, etc.; je dis que le polygone inscrit est 
plus grand que l’autre. 

Tirez le diametre EM; joignez AM , MB; sur ab—AB 
faites le triangle abm égal à ABM, et joignez em. 

En vertu de la proposition IV, le polygone EFGAM est 


fig. 175. 


1 
AU à 


fig. 1979 


fig. 178. 
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plus grand que efoam , à moins que celui-ci ne puisse être 
pareillement inscrit dans une demi- circonférence dont le 
côté em serait le diametre, auquel cas les deux polygones 
seraient égaux en vertu de la proposition V. Par la même 
raison le polygone EDCBM est plus grand que edcbm , sauf 
la même exception où il y aurait égalité. Donc le polygone 
entier EFGAMBCDE est plus grand que efzambcde, à moins 
qu'ils ne soient entièrement égaux : mais ils ne le sont pas, 


puisque l’un est inscrit dans le cercle, et que l’autre est 


supposé non-inscriptible ; donc le polygone inscrit est le 
plus grand. Retranchant de part et d’autre les triangles 
égaux ABM, abm , il restera le polygone inscrit ABCDEFG 
plus grand que le non-inscriptible abcdefz. 

Scholie. On démontrera , comme dans la proposition V, 
qu'il ne peut y avoir qu’un seul cercle, et par conséquent 
qu’un seul polygone maximum qui satisfasse à la question; 
et ce polygone serait encore de même surface, de quelque 
maniere qu’on changeât l’ordre de ses côtés. 


PROPOSITION VII. 
THÉORÈME. * 


Le polygone régulier est un maximum entre tous les poly- 
gones isopérimetres et d’un méme nombre de côtés. 

Car, suivant le théorème IT, le polygone maximum a tous 
ses côtés égaux; et, suivant le théorème précédent, il est in- 
scriptible dans le cercle; donc ce polygone est régulier. 


PROPOSITION VIIL 


LEMME. 


Deux angles au centre , mesurés dans deux cerclès diffé. 
rents , sont entre eux comme les arcs compris divisés par 
leurs rayons. 


AB 
Ainsi l'angle C est à l’angle O comme le rapport 1 est 


k DE 
au rapporte. 


D'un rayon OF égal à AC déerivez l'arc FG compris entre 


LIVRE IV. 135 


les côtés OD, OE, prolongés ; à cause des rayons égaux AC, 
AB FG 
OF, on aura d’abord C:0::AB:FG *, ou: VE FO Mais 


à cause des arcs semblables FG, DE, on a * FG:DE:: FO: 


DO; d il t sgal t tona 
à LR 3 ——, et OI 
; donc le rapport est égal au rapport — 


AB DE 
AC' DO 


PROPOSITION IX. 


THÉORÈME. 


par conséquent C:9 :: 


De deux polygones réguliers isopérimetres , celur que a le 
plus grand nombre de côtés est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté de l’un des polygones , O son centre, 
OE son apothème ; soit AB le demi-côté de l’autre polygone, 
C son centre, CB son apothème. On suppose les centres O 
et C situés à une distance quelconque OC, et les apothèmes, 
OE, CB, dans la direction OC : ainsi DOE et ACB seront 
les demi-angles au centre des polygones , et comme ces an- 
gles ne sont pas égaux, les lignes CA , OD, prolongées se 
rencontreront en un point F; de ce point abaissez sur OC 
la perpendiculaire FG ; des points O et C, comme centres , 
décrivez les arcs GI, GH, terminés aux côtés OF, CF. 

GI GH 
OGC 
mais DE est au périmetre du premier polygone comme 
l'angle O est à quatre angles droïts , et AB est au périmetre 
du second comme l’angle C est à quatre angles droits ; donc, 
puisque les périmetres des polygones sont égaux, DE : AB 


:: O:C, ou DE: AB :: TAGS AUS tI técéd 
ou OG' c& ultipliant les antécédents 


par OG et les conséquents par CG, on aura DE X OG: AB X 
CG :: GI : GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG, 
donnent OE : OG::DE : FG, d’où résulte DE XOG — OE 
XFG; on aura de même AB XCG=—CBXEFG; donc OE X 
FG : CB X FG :: GI: GH, où OE : GB :: GI : GH. Si donc 
on fait voir que l’arc GI est plus grand que l’are GH, # 


Cela posé, on aura par le lemme précédent O:C :: 


s’ensuivra que l'apothème OE est plus grand que CB. 


dé, l 


fig, 190. 


fig. 180. 


136 GÉOMÉTRIE. 

De l’autre côté de CF soit faite la figure CKx entièrement 
égale à la figure CGx, de sorte qu'on ait CK—CG, l'angle 
HCK = HCG , et l'arc Kr—xG ; la courbe KrG envelop- 


. pera l’arc KHG , et sera plus grande que cet arc *. Donc Gx, 


moitié de la courbe, est plus grande que GH moitié de l’arc; 
donc, à plus forte raison, GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l’apothême OE est plus grand que CB : 
mais les deux polygones ayant même périmetre sont entre 
eux comme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 
demi-côté DE est plus grand que celui qui a pour demi-côté 
AB : le premier a le plus de côtés, puisque son angle au 
centre est le plus petit; Gonc de deux polygones réguliers iso- 
périmetres , celui qui a le plus de côtés est le plus grand. 


PROPOSITION X. 
THÉORÈME. 


Le cercle est plus grand que tout polygone isopérimetre. 

Il est déja prouvé que de tous les polygones isopérimetres 
et d’un même nombre de côtés le polygone régulier est le 
plus grand; ainsi il ne s’agit plus que de comparer le cercle 
à un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AT le 
demi-côté de ce polygone, C son centre. Soit dans le cercle 
isopérimetre l’angle DOE— ACT , et conséquemment l'arc 
DE égal au demi-côté AI. Le polygone P est an cercle C 
comme le triangle ACI est au secteur ODE; ainsi on aura 
P:C::Z2AIX CI: DEXOE::CI:OE. Soit menée au point 
E la tangente EG qui rencontre OD prolongé en G; les tri- 
angles semblables ACI, GOE, donneront la proportion CI: 
OE:: AI ou DE:GE; donc P:C:: DE:GE, ou comme DE X 
* OE qui est la mesure du secteur DOE est à GEX+OE qui 
est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petit 
que le triangle; donc P est plus petit que C, donc le cercle 
est plus grand que tout polygone isopérimetre. 
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LIVRE V. 


LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 


DÉFINITIONS. 


I. (étre ligne droite est perpendiculaire a un plan, 
lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan *. Réciproquement 
le plan est perpendiculaire à a ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. 

IT. Une ligne est parallele a un plan, lorsqu'elle 
ne peut le rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge l’un et l’autre. Réciproquement le plan est 
parallele à la ligne. 

IT. Deux plans sont paralleles entre eux MIOPTUS 
ne peuvent se rencontrer à quelque un qu’on les 
prolonge l’un et l'autre. | 

IV. Il sera démontré * que l'intersection commune 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 
cela posé, l’angle ou l’inclinaison mutuelle de deux 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
sont écartés l’un dé l’autre ; cette quantité se me- 
sure “ par l'angle que font entre elles les deux per- 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
même point de l’intersection commune. 

Cet angle peut être aigu, droit, ou obtus. 

V. SU est droit, les Ep HS sont Fesatraieur 
laires entre eux. 

VI. Angle solide est l'espace angulaire ROMPRIS 
entre Asie plans qui se réunissent en un même 
point. 
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Ainsi l'angle solide $S est formé par la réunion des 
plans ASB, BSC, CSB, DSA. 


Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide. 


PROPOSITION PREMIERE. 


THÉORÈME. 


Une ligne droite ne peut étre en partie dans 
un plan, en partie au dehors. 

Car, suivant la définition du plan, dès qu’une 
ligne droite a deux points communs avec un plan, 
elle est tout entiere dans ce plan. 

Scholie. Pour reconnaître si une surface est plane, 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur cette surface, et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. 


PROPOSITION II. 
THÉORÈME. 


Deux lignes droites qui se coupent sont dans 
un méme plan, et en déterminent la position. 

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent 
en À : on peut concevoir un plan où se trouve la 
ligne droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB, jusqu’à ce qu'il passe par le point CO, 
alors la ligne AC, qui a deux de ses points À et C dans 
ce plan, y sera toute entiere, donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer- 
mer les deux droites AB, AC. 

Corollaire I. Un triangle ABC, ou trois points 
A, B,C, non en ligne droite, déterminent la position 
d’un plan. 

Corollaire IX. Donc aussi deux paralleles AB, CD, 
déterminent la position d'un plan; car si on mene Îa 


ii 
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sécante EF, le plan des deux droites AE, EF, sera 
celui des paralleles AB, CD. 


PROPOSITION II. 
THÉORÈME. 

St deux plans se coupent, leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s’agit, passant chacun par ces 
trois points, ne feraient qu’un seul et même plan”, 
ce qui est contre la supposition. 


PROPOSITION IV. 


THÉORÈME. 


Si une ligne droite AP est perpendiculaire à 
deux autres PB, PC, qui se croisent à son pied 
dans le plan MN, elle sera perpendiculaire a 
une droite quelconque PQ menée par son pied 
dans le méme plan, et ainsi elle sera perpendi- 
culaire au plan MN. 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ, tirez la 
droite BC dans l'angle BPC, de maniere que BQ-— 
QC*, joignez AB, AQ, AC. 

La base BC étant divisée en deux parties égales au 
point Q, le triangle BPC donnera *, 

PC+ PB— 2PQ + 2QC. 
Le triangle BAC donnera pareillement, 

AC AB— 2AQ na 2QC. 
Retranchant la premiere égalité de la seconde, et 
observant que les triangles APC, APB, tous deux 


rectangles en P, donnent AC-_PC—AP, et AB 
PB— AP; on aura, 


AP AP—2AQ-—2PQ. 


2 


fig. 183. 
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Donc, en prenant les moitiés de part et d’autre, 
on a AP—AQ PQ, ou AQ— AP + PQ, donc le 
triangle APQ est rectangle en P*; donc AP est per- 
pendiculaire à PQ. 


Scholie. On voit par là, non seulement qu'il est pos- 


2 Ÿ 


sible qu'une ligne droite soit perpendiculaire à toutes | 
celles qui passent par son pied dans un plan, mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per- 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c'ést 
ce qui démontre la légitimité de la définition I: 

Corollaire X. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu'une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point À au plan PQ. 

Corollaire XI. Par un point P donné sur un plan, 
on ne peut élever qu’une seule perpendiculaire à ce 
plan ; Car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P, conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires, un plan dont l'intersection avec le 
plan MN soit PQ ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ, 
au même point et dans le même plan, ce qui est im- 
possible. | 

Il est pareillement impossible d’abaisser d’un point 
donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce 
plan; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires, 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ, 
AQP, ce qui est impossible. 


PROPOSITION V. 
THÉORÈME. 


Les obliques également éloignées de la per- 
pendiculaire sont égales; et, de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire, 
celle qui s'en éloigné le plus est la plus longue. 
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Car les angles APB, APC, APD étant droits, si on 
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles, 
les triangles APB, APC, APD, auront un angle éga- 
compris entre côtés égaux; donc ils seront ég 
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AC, AD, 
seront égales entre elles. Pareillement, si la distance 
PE est plus grande que PD ou son égale PB, il est clair 
que l'oblique AË sera plus grande que AB, ou son 
égale AD. 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, 
AD , etc., aboutissent à la circonférence BCD, dé- 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre ; 
donc étant donné un point À hors d'un plan, si on 
veut trouver sur ce plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de À, il faut marquer sur ce 
plan trois points B,C,D, également'éloignés du point 
À , et chercher ensuite le centre du cercle qui passe 
par ces points ; ce centre sera le point cherché P. 

Scholie. L'angle ABP est ce qu'on appelle l'änc/i- 
naïison de l’oblique AB sur le plan MN ; on voit que 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, 
AC, AD, etc., qui s'écartent également de la perpen- 
diculaire ; car tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc., 
sont égaux entre eux. 


PROPOSITION VI 


THÉORÈME. 


Soit AP une perpendiculaire au plan MN et 
BC une ligne située dans ce plan; si du pied P 
. de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi- 
culaire sur BC, et qu'on joigne AD , je dis que 
AD sera perpendiculaire à BC. 

Prenez DB—DC, et joignez PB, PC, AB, AC: 
puisque DB— DC, l'oblique PB—= PC; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP, puisque PB—PC, 
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Poblique AB— AC”; donc la ligne AD a deux de ses 
points À et D également distants des extrémités B et 
CG; donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 
Corollaire. On voit en même temps que BC est per- 


_ pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi- 


culaire à-la-fois aux deux droites AD, PD,. 

Scholie. Les deux lignes AE, BC, offrent l'exemple 
de deux lignes qui ne se rencontrent point, parce que 
elles ne sont pas situées dans un même plan. La plus 
courte distance de ces lignes est la droite PD , qui est 
à-la-fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux 
lignes ; car si on joint deux autres points, comme À 
et B, on aura AB > AD, AD > PD; donc, à plus forte 
raison, AB > PD. 

Les deux ligne$ AE, CB, quoique non situées dans 
un même plan, sont censées faire entre elles un angle 
droit, parce que AD et la parallele menée par un de 
ses points à la ligne BC feraient entre elles un angle 
droit. De même la hgne AB et la ligne PD, qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan, sont censées faire entre elles le même 
angle que ferait avec AB la parallele à PD menée par 


un des points de AB. 


PROPOSITION VIL. 


THÉORÈME. 


Si la ligne AP est perpendiculaire au plan 
MN, toute ligne DE parallele à AP sera perperr 


diculaire au méme plan. 

Suivant les paralleles AP, DE, conduisez un plan 
dont l'intersection avec le plan MN sera PD ; dans le 
plan MN menez BC perpendiculaire à PD,; et joi- 
gnez AD. 
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Suivant le corollaire du théorême précédent, BC 
est perpendiculaire au plan APDE ; donc l’angle BDE 
est droit : mais l'angle EDP est droit aussi, puisque 
AP est perpendiculaire à PD, et que DE est parallele 


à AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux” 


droites DP, DB ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, 
DE sont perpendiculaires au même plan MN, elles 
seront paralleles ; car si elles ne l’étaient pas, condui- 
sez par le point D une parallele à AP, cette parallele 
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait; 
par un même point D, élever deux perpendiculaires 
à un même plan, ce qui est impossible *, 

Corollaire 11. Deux lignes À et B, paralleles à une 
troisieme C, sont paralleles entre elles ; car imaginez 
un plan perpendiculaire à la ligne C, les lignes À et B, 
paralleles à cette perpendiculaire, seront perpendicu- 


laires au même plan; donc, par le corollaire précé- 


dent, elles seront paralleles entre elles. 

Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le même plan, sans quoi la proposition serait déja 
connue *. ‘ 

PROPOSITION VIII. 


THÉORÈME. 


Si la ligne AB est parallele à une droite CD 
menée dans le plan MN , elle sera parallele a ce 
plan. 

Car si la ligne AB, qui est dans le plan ABCD , ren- 
contrait le plan MN, ce ne pourrait être qu'en quelque 


PE 
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point de la ligne CD, intersection commune des deux 


plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisqu'elle lui 
est parallele ; donc elle ne rencontrera pas non plus 
le plan MN ; donc elle est parallele à ce plan *. 
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PROPOSITION IX. 


THÉORÈME. 


Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 
méme droite AB, sont paralleles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part, soit O un 
de leurs points communs, et joignez OA, OB ; la ligne 
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; par 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc 
OA ec OB seraient deux perpendiculaires abaïssées du 
même point O sur la même ligne droite, ce qui est 


impossible ; donc les plans MN, PQ, ne peuvent se 


rencontrer ; donc ils sont paralleles. 


PROPOSITION X.. 
THÉORÈME. 


Les intersections EF, GH, de deux plans pa- 
ralleles MN , PQ, par un troisieme plan FG, 
sont paralleles. 

Car si les lignes EF, GH, situées dans un même 
plan , ne sont pas paralleles , prolongées elles se ren- 
contreront ; donc les plans MN, PQ, dans lesquels 
elles sont, se rencontreraient aussi; donc ils ne se- 
raient pas paralleles. 


PROPOSITION XI. 


‘THÉORÉME. 


La ligne AB, perpendiculaire au plan MN, 
est perpendiculaire au plan PQ parallele à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ, 
suivant AB et BC,conduisez un plan ABC dont 


< % 


DR 
“à ji 
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Pintersection avec le plan MN soit AD, l'intersection 
AD sera parallele à BC*; mais la ligne AB perpendi- 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD ; donc elle sera aussi perpendiculaire à sa paral- 
lele BC : et puisque la ligne AB est perpendiculaire à À. 
toute re BC menée par son pied dans le plan PQ, 
il s'ensuit qu’elle est perpendiculaire au plan PQ. 


4 : ds 
LIVRE V. | 145 


PROPOSITION XII. 


THÉORÉME. 


Les paralleles EG, FH, comprises entre deux 
plans paralleles MN. PQ , sont égales. 

Par les paralleles EG. T'H, faites passer le plan 
EGHF , qui rencontrera ve plans paralleles suivant 
EF et GE. Les intersections EF, GH, sont paralleles 
entre elles *, ainsi que EG, FH; done ça figure EGHF 
est un parallélogramme ; dde EG— FH. 

Corollaire. I] suit de là que deux pluns paralleles 
sont par-tout à égale distance ; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles seront 
paralleles entre elles *; donc elles sont égales. 


PROPOSITION XIII. 


THÉORÈME. 


SE se angles CAE, DBP, non situés dans le 
méme plan; ont leurs ‘côtés Dardiieles et dirigés 
dans le même sens, ces angles seront égaux et 
leurs plans seront paralleles. 

Prenez AC—BD, AE—BF, et joignez CE, DF, 
AB, CD , EF. Puisque AC est égale et parallele à BD, 
la FR ABDC est un parallélogramme * ; : donc CD 
est égale et parallele à AB. Par une raison semblable 
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EF ést égale et par#heis à AB; horde aussi CD est 
évale et parallele à  EF%a figure CEFD est donc 
un parallélogremme , ét ainsi le côté CE est égal 


et parallele à DF ; donc les triangles CAE, DBF , 


_ sont équilatéraux : Entré eux ; donc l'angle (CAE — 


 DBF. 


En second lieu je dis que le plan ACE est parallele 
au plan BDF ; car, supposons que le plan parallele à 
BDF, mené par le point À, rencontre les lignes CD, 
EF, en d'autres points que C et E, par exemple en 


-G et H ; alors, suivant la proposition xI1, les trois 
À lignes AB, GD, FH, seront égales : mais He trois AB, 


CD, EF, le sont a donc on aurait CD=—GD , et 


FH us ce qui est âbsurde ; donc le plan ACE est 


parallele à BDF. 

Corollaire. Si deux plans Mirailotes MN, PQ, sont 
rencontrés par deux autres plans CABD, EABF, les 
angles CAE , DBF, formés par ‘les here ie 
plans paralleles, se égaux ; car l'intersection AG 
ést parallele à BD*, AE feat à BF, denc l'angle 
CAË — DPF. 


PROPOSITION XIV. 
THÉORÈME. 


Si trois droites AB, CD, EF, non situées dans 
{e méme plan, sont égales et paralleles, les 
triangles ACE, BDE y formés de part et d'autre 
En joignant les rent de ces droites, seront 
égaux , et leurs plans seront paratleles. 

Car, puisque AB est égale et parallele à CD, la 
figure "ABDC est un paraliéloéraimme ; donc le côté 
AC est égal et parallele à BD. Par une raison sem- 
blable les côtés AE, BF, sont égaux et paralleles, 
ainsi que CE, DF; abc les deuk triañgles ÂCE, 


à LIVRE v. 147 
BDF, sont égaux : on prouvera d’ailleurs, comme 


dans la proposition précédente , que leurs plans sont 
paralleles. 


PROPOSITION XV. 


THÉORÈME. 


Deux droites comprises entre trois plans pa- 
ralleles, sont coupées en parties proportionnelles. 


Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa- 
ralleles MN , PQ, RS , en A, E,B, et que la ligne 


CD La les mêmes apoe en CG, F, D; je dis 


qu’ on aura AE : EB : GP: FD. 


Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G., et joi- 


gnez AC; EG, GF, BD ; les intersections EG, BD, 
des plans paralleles PQ, RS, par le plan ABD, sont 
paralleles.* ; donc AË:EB : : AG:GD ; pareïllement les 
intersections AC, GF, étant paralleles, on a AG :GD: : 
CF:FD ; donc, à cause du rapport commun, AG: 


GD , on aura AE : EB :: CF : FD. 
PROPOSITION XVI. 


THÉORÈME. 


Soit ABCD un quacdrilatere quelconque situé ou non situé 


dans un méme plan; sion coupe les côtés opposés propor- 
äonnellement par deux droites EF, GH, de sorte qu'on ait 
AE: EB::DF:FC,etBG:GC:: AH:HD ; 7e dis que les droites 
EF, GH, se couperont en un point M, de maniere qu’on 
aura HM:MG :: AE:EB, et EM:MF :: AH:HD. 

Conduisez suivant AD un plan quelconque AbHcD qui ne 
passe pas suivant GH; par les points E, B,C,F, menez à 
GH les paralleles Ee, Bb, Cc, Ff, qui rencontrent ce plan 
ene,6,c,!f. À cause des paralleles Bb, GH, Cc*, on aura 
PH :Hc::BG:GC:: AH:HD ; dontc* les triangles AH, DHe, 
tons semblables. On aura ensuite Ac:eb:: AE:EB, et D/: 
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c::DF':FC; donc Ae:eb::Df:fc, ou, componendo , Ae: 
Df::A6:Dc; mais, à cause des triangles semblables AH, 
DHc, on a Ab:Dc:: AH:HD ; donc Ae:D/:: AH:HD : d’ail- 
leurs les triangles AH, cHD, étant semblables, l'angle HAe 


 —HDf; donc les triangles AHe, DH/, sont semblables*, 


donc l’angle AHe— DH. Il s'ensuit d’abord que eHfest une 
ligne droite, et qu’ainsi les trois paralleles Ee, GH, Ff, 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deux 
droites EF, GH; donc celles-ci doivent se couper en un 
point M. Ensuite, à cause des paralleles Ee, MH, Ff, on 
aura EM:MF::eH:Hf:: AH:HD. 

Par une construction semblable, rapportée au côté AB, 


- on démontrerait que HM:MG :: AE:EB. 


PROPOSITION XVII. 
THÉORÈME. 


L’angle compris entre les deux plans MAN, 
MAP, peut étre mesuré, conformément à la dé- 
finition, par l'angle NAP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AN , AP, menées dans 
chacun de ces plans à l'intersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, 1° qu'elle est constante, ou qu’elle serait 
la même en quelque point de l'intersection commune 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 

En effet, si on prend un autre point M, et qu’on 
mene MC dans le plan MN, et MB dans le plan MP, 
perpendiculaires à l'intersection commune AM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 


_ AM, elles sont paralleles entre elles. Par la même 


raison MC est parallele à AN ; donc l’angle BMC — 
PAN * ; donc il est indifférent de mener les perpen- 
AA au porn M ou au point À ; l'angle compris 
sera toujours le même. 


Cab à 
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2° Il faut prouver que si l'angle des deux plans 

augmente ou diminue dans un certain rapport, 

l'angle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre À et d’un 
rayon à volonté l'arc NDP, du centre M et d'un rayon 
égal décrivez l'arc CEB , tirez AD à volonté ; les deux 
plans PAN , BMC, étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront paralleles* ; donc les intersections 
AD , ME, de ces deux plans par un troisieme AMD, 
seront paralleles ; donc l'angle BME sera égal à PA D. 

Appelons pour un moment coin l'angle formé par 
deux plans MP , MN ; cela posé , si l’angle DAP était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAMP serait 
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM se- 
rait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient l’un avec l’autre. On voit de même que si 
l'angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l'angle PAN, le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs du rap- 
port en nombre entier à un rapport quelconque la 
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une 
circonstance tout-à-fait semblable * ; donc quel que 
soit le rapport de l'angle DAP à l'angle PAN, le coin 
DAMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN 
donc l’angle NAP peut ètre pris pour la mesure du 
coin PAMN, ou de l'angle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. 

Scholie. I en est de: angles formés par deux plans 
comme des angles formés par deux droites: Ainsi lors- 
que deux plans se traversent mutuellement, les angles 
opposés au sommet sont égaux, et les angles adjacents 
valent ensemble deux angles droits; done si un plan 
est perpendiculaire à un autre, celui-ci est perpendi- 
culaire au premier. Pareillement dans la rencontre des 
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plans paralleles par un troisieme plan, il existe les 
mêmes égalités et les mêmes propriétés que dans la 
rencontre de deux lignes paralleles par une troisieme 
ligne. 

PROPOSITION XVIII. 


ef THÉORÈME. 

La ligne AP étant perpendiculaire au plan 
MN , tout plan APB, conduit suivant AP, sera 
perpendiculaire au plan MN. 

Soit BC l'intersection des plans AB, MN; si dans 
le plan MN on mene DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BC, DE : mais 
l'angle APD, formé par les deux perpendiculaires PA, 
PD, à l'intersection commune BP, mesure l’angle des 
deux plans AB, MN; donc, puisque cet angle est droit, 
les deux plans sont perpendiculaires entre eux. 

Scholie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, 
DP , sont perpendiculaires entre elles, chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres 
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 


PROPOSITION XIX. 


THÉORÈME. 


Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN, 
et que dans le plan AB on mene la ligne PA per- 
pendiculaire à l'intersection commune PB, je dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mene PD perpendica- 
laire à PB, l'angle APD sera droit, puisque les plans 
sont perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB, PD ; donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 


LIVE Gus é 101 
Corollaire. Si le plan AB est perpendiculure au 
plan MN, et que par un point P de l'intersection 
commune on éleve une perpendiculaire au plan MN ; 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB; 
car , si elle n’y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP.à l'intersection com- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan MN ; donc au même point P il y 
aurait dèux perpendiculaires au plan MN; ce qui est 
impossible *. 


PROPOSITION XX. 


THÉORÈME. 


Si deux plans AB, AD, sont perpendiculares 
à un troisieme MN, leur intersection commune 
AP sera perpendiculaire à ce troisieme plan. 

Car si par le point P on éleve une perpenbicnlaire 
au plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver à- 
la-fois dans le plan AB et dans le plan AD*; donc elle 


est leur intersection commune AP. 


PROPOSITION XXI. 
THÉORÈME. 


Si un angle solide est formé par trois angles 
plans, la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisieme. 

Il n’y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l'angle plan qu'on compare à la somme des deux au- 
ires est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
Pangle solide S formé par trois angles plans ASB, 
ASC, BSC, et supposons que l'angle ASB soit le plus 
grand des trois; je dis qu'on aura ASB < ASC + BSC. 

Dans le plan ASB faites l'angle BSD— BSC, tirez 
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à volonté la droite ADB ; et, ayant pris SC—SD, 
joignez AC, BC. 

Les deux côtés BS, SD, sont égaux aux deux BS, 
SC, l’angle BSD—BSC; donc les deux triangles BSD, 
BSC sont égaux; donc BD—BC. Mais on a AB<. 
AC+- BG; retranchant d'un côté BD, et de l’autre 
son égale BC, il restera AD < AC. Les deux côtés AS, 
SD, sont écaux- aux deux AS, SC, le troisieme AD 
est plus petit que le troisieme AC; donc* l'angle ASD 
< ASC. Ajoutant BSD—BSC, on aura ASD + BSD 
ou ASP < ASC +-BSC. 


PROPOSITION XXII. 


THÉORÈME. 


La somme des angles plans qui forment un 
angle solide, est toujours moindre que quatre 
angles droits. 

Coupez l'angle solide S par un plan quelconque 
ABCDE ; d'un point O pris dans ce plan menez à 
tous les angles les lignes OA, OB, OC, OD, OE. 

La somme des angles des triangles ASB, BSC , etc., 
formés autour du sommet S, équivaut à la somme 
des angles d'un pareil nombre de triangles AOB, 
BOC , etc., formés autour du sommet O. Mais au 
point B les angles ABO , OBC, pris ensemble, font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS, 
SBC*; de: même au point C on a BCO + OCD < 


BCS + SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 


ABCDE. Il suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O , la somme des angles à la base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S; donc, par com- 
pensation , la sonime des angles formés autour du 
point O est plus grande que la somme des angles au- 


S 
tour du point S. Mais la somme des angles autour 
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du point O est égale à quatre angles droits*; donc la 
somme des angles plans qui forment l'angle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

Scholie. Cette démonstration suppose que l'angle 
solide est convexe, ou que le plan d'une face DA 
gée ne peut jamais couper l'angle soïde; sil en était 
autrement, la somme des angles MN n'aurait “plus de 
bornes et pourrait être dar grandeur quelconque. 


PROPOSITION XEXULTE 


THÉORÈME. 


St deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun a chacun, les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. | 

Soit l'angle ASC—DTF, l'angle ASB—DTE, et 
l'angle BSC— ETF ; je dis que les deux plans ASC, 
ASB, auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTF, DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan , menez OA, OC, perpendi- 
culaires sur SA, SC ; joignez AB, PC; prenez ensuite 
TE—SB ; menez EP A Eee. sur le plan 
DTF ; de point P menez PD , PF, perpendiculaires 
sur TD, TF ; enfin joignez DE, EF. 

Le note SAB est ROUE en À, et le triangle 
TDE en D*, et puisque nets ASB — DTE, on a 
aussi SBA—TED. leurs SBUPE : dise le 
triangle SAB est égal au triangle TDE”; donc SA — 
TD, et AB—DE. On démontrera semblablement 
que SC—TF, et BC—KF. Cela posé, le quadri- 
latere SAOCG est égal au quadrilatere TDPF ; car 
posant l'angle ASC sur son égal DTF, à cause de 
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SA TD et SC—TF , le point À tombera en D et le 
point CG en F. £n même temps AO, perpendiculaire 
à SA, tombera sur DP perpendiculaire à TD , et pa- 
retllement OC sur PF; donc le point O tombera sur 
le point P, et on aura AO—DP. Mais les triangles 
AOB , DPE, sont rectangles en O et P, l’hypoténuse 
AB=—DE, et le côté AO—DP ; donc ces triangles 
sont égaux * ; donc l'angle OAB—PDE. L’angle OAB 
est l’inclinaison des deux plans ASB, ASC; l'angle 
PDE est celle des deux plans DTE, DTF ; donc ces 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l’angle A du trian- 
gle rectangle OAB n’est proprement l’inclinaison des 
deux plans ASB, ASC, que lorsque la perpendi- 
culaire BO tombe, par rapport à SA , du même 
côté que SC; si elle tombait de l’autre côté, alors 
l’angle des deux plans serait obtus, et, joint à l'an- 
gle À du triangle OAB, il ferait deux angles droits. 
Mais dans le même cas l’angle des deux plans TDE, 
TDF, serait pareillement obtus, et, joint à l'angle 
D du triangle DPE, il ferait deux angles droits ; 
donc, comme l'angle A serait toujours égal à D, on 
conclurait de même que l’inclinaison des deux plans 
ASB, ASC, est égale à celle des deux Lab à TDE, 
TDF. 

Scholie. Si deux angles solides sont composés de 


trois angles plans é aux chacun à chacun, et qu’en 
S1ES P Fed q 


même FRE les angles égaux ou MATENeS soient 


disposes de da méme maniere dans les deux angles 


solides, alors ces angles seront égaux, et posés l’un 


sur l’autre ils coïncideront. En effet on a déja vu 
que le quadrilatere SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF ; ainsi en plaçant SA sur TD, SC tombe 
sur TF, et le point O sur le point P. Mais, à cause 
de l'égalité des triangles AOB, DPE, la perpendieu- 
aire OB au plan ASC est égale à la perpendiculaire 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sont 
dirigées dans le même sens ; donc le point B tombera 
sur le point E, la ligne SB sur TE, et les deux angles 
solides coïncideront entièrement l’un avec l’autre. 


Cette coïncidence cependant n'a lieu quen sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
méme maniere dans les be angles solides; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse, OU, Ce qui revient au même, si les perpen- 
rie 0B, PE, au lieu d’être dttéées dans le 
même sens par rapport aux plans ASC, DTF, étaient 
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible 
de faire coïncider les deux angles solides l'un avec 
l'autre. Il n’en serait cependant pas moins vrai, con- 
formément au théorême, que les plans dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
entre eux ; de sorte que les deux angles solides se- 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes , 
sans néanmoins pouvoir être superposés.’ Cette sorte 
d'égalité, qui n’est pas absolue ou de superposition, 
mérite d'être distinguée par une dénomination parti- 
culiere : nous. M ppellerons égalité par symétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit , Qui sont 
formés par trois avples plans égaux nn à chacun; 
mais disposés dans un ordre inverse, s’appelleront 
angles égaux par symétrie, ou simplement angles 
symétriques. 


La même remarque s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A, B,C, D,E, et 
un autre angle solide Ps par les mêmes Dates 
dans un AT inverse À, E, D, C, B, A être 
tels que les plans dans uote soie tés angles égaux 


soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 


solides, qui seraient égaux sans que la superposition 
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füt possible, sappelleront angles solides egaux par 
symétrie, où angles solides symétriques. 

Dans les figures planes il n’y a point proprement 
d'égalité par symétrie, et ‘toutes celles qu’on vou- 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu'on peut renverser 
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. Il en est autrement dans les solides 
où la troisieme dimension peut être prise dans deux 
sens différents. 


PROPOSITION XXI V. 


PROBLÈME. 


n , ALI ‘ 
Etant donnés les trois angles plans qui forment 
un angle solide, ‘trouver par une construction 
plane l'angle que deux de ces plans font entre 
eux. 


Soit S l’angle solide proposé , dans lequel on con- 
nait les trois angles plans ASB, ASC, BSC ; on de- 
mande l'angle que font entre eux deux de ces iront 
par Rene les plans ASB, ASC. a 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans à théorême précédent, l'angle OAB serait l’angle 
requis. Il s'agit donc de trouver le même angle par 
une construction plane ou tracée sur un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA, ASC 
B'SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la 
figure solide ; prenez B'S et B"S égaux chacun à BS 
de la figure de des points B' et B” abaissez B'A 
et B'C perpendiculaires sur SA et SC, lesquelles se 
rencontreront en un point O. Du point À comme cen- 
tre et du rayon AB’ décrivez ia demi-circonférence 
B'0EË; au point O élevez sur B'E la perpendiculaire 
(), qui rencontre la à circonférence enz®, joigne Ab; 
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et l'angle EAQ sera linclinaison cherchée des deux 
plans ASC, ASB , dans l’angle solide. 


Tout se réduit à faire voir que le triangle AOË de 
la figure plane est égal au triangle AOB de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en À, les angles en S sont égaux ; donc les angles 
en Bet B' sont pargiement égaux. Mais l'hypotc- 
nuse SB’ est égale à l’hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont égaux; donc SA de la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
Ab dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On Di de même que SC est dal de 
part et d'autre ; d'où il-suit que le quadrilatere SAOC 
est égal dans Dune et dans l’autre figure , et qu'ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide; donc dans l’une et dans l’autre les triangles 
rectangles AO, AOB, ont l'hypoténuse égale et un 
côté égal; doncils sont égaux, et l'angle EAP, trouvé 
par la construction plane, est égal à l'inclinaison des 


deux plans SAB, SAC, dans l’angle solide. 


Lorsque le point O tombe entre A et B’ dans Ia 
figure plane, AS EAZ devient obtus, et mesure 
toujours la y vraie inclinaison des plans : cest pour 
cela que l'on a désigné par EA, et non par OA, 
linclinaison demandée , afin que ‘à même dar 
convien2e à tous les cas sans excepticn. 


Scholie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté, on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 


D'abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi 
l'angle solide ne peut être formé”; 1l faut de plus 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA. 
ASC, le troisieme CSB" soit tel, que la perpendicu- 
laire B"C au côté SG rencontre le diametre B'E entre 


22, 
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ses extrémités B' et E. Aïnsi les limites de la gran- 
deur de l’angle CSB" sont celles qui font aboutir la 
perpendiculaire B"G aux points B'et E. De ces points 


‘ abaissez sur OS les perpendiculaires B'I, EK, qui 


Ég. 19%. 


rencontrent en Î et K la circonférence décrite du 
rayon SB", et les lite de l'angle CSB" seront CST 
et CSK. Li 

Mais dans le triangle isoscele B SI, la ligne CS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B'I, on a l’an- 
gle CSI— CSB'—ASC+ ASB’'. Et dans Lu uiangle 
isoscele ESK , la ligne SC étant perpendiculaire à 
EK ; on a ones CSK—CSE,. D'ailleurs, à cause des 
triangles évaux ASE, ASB', l'angle ASE —ASB'; 


donc CSE ou CSK = ASC — ASB'. 


Il résulte de là que le problème sera possible toutes 
les fois que le troisieme angle CSB" sera plus petit 
que la somme des deux autres ASC, ASB’, et plus 


grand que leur différence : condition qui s'accorde 


avec le théorème xxr; car, en vertu de ce théorême, 
il faut quon ait CSB" < ASC-+ASB'; il faut aussi 
qu'on ait ASC < CSB'"+ ASB', ou CSB" > ASC— 
ASB'. 


PROPOSITION X XW. 


PROBLÈME. 


Étant donnés ceux des trois angles plans 
qui forinent un angle solide, avec l'angle que 
leurs plans font entre eux , trouver le troisieme 
angle plan. 

Soient ASC, ASB', les deux me plans donnés, 


‘ét supposons pour un moment que CSB” soit le troi- 


siéme angle que l’on cherche ;, alors, en ‘faisant la 
A e A ” ’ 

même construction que dans le problème précédent , 

l'angle compris entre les plans des deux premiers’ 


. serait EAZ. Or, de même qu'on détermune l'angle 
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EAD par le Payer de CSB", les deux autres étant 
donnés; de même on peut détérmfièr CSB"' par le 
moyen de FAO, ce qui résoudra le problème pro- 
posé. M 

Ayant pris SB' à volonté, abaiïssez sur SA la per- 
pendiculaire indéfinie B'E, faites l'angle EAZ égal à 
l'angle des deux plans ‘donnés; du point à où le côté 
AG rencontre la circonférence décrite du centre À et 
du rayon AB’, abaïssez sur AE la pérpendiculaire 
bO , et du point O abaissez sur SC la perpendiculaire 
indéfinie OCB", que vous terminerez en B" de ma- 
niere que SB?—SB'; l'angle CSB" sera le troisieme 
angle plan demandé. 

Car.si ôn forme un angle solide avec les trois an- 
glés plans B'SA, ASC, CSB", linclinaison des plans 
où sont les angles donnés ASB’, ASC, sera égale à 
l'angle donné EAS. 

Scholie. Si un angle solide est quadruple, ou formé 
par quatre angles Hans ASB, BSC, CSD , DSA, la 
connaissance de ces angles ne Cufft pas Lai tons 
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car 
avec les mêmes angles plans on pourrait former une 
infinité d'angle es des: Mais si on ajoute une condi- 
tion, par exemple , si on donne l'inclinaison des deux 
plans ASB , BSC, alors l’angle solide est entièrement 
déterminé, et on pourra trouver l’inclinaison de 
deux de ses plans quelconques. En effet, imaginez 
un angle solide triple formé par les angles plans ASB, 
BSC , ASC ; les deux premiers angles sont donnés, 
ainsi que l'inclinaison de leurs plans; on pourra douc 
déterminer, par le problème qu'on vient de résoudre, 
le troisieme ‘angle ASC. Ensuite, si on considere 
s’angle solide triple formé par les angles plans ASC, 
ASD, DSC, ces trois angles sont connus ; ainsi l’angle 
lolide est entièrement déterminé. Mais l'angle solide 
quadruple est formé par la réunion des deux angles 
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solides triples dont on vient de parler ; donc, puisqué 


ces angles partiels sont connus et déterminés, l’angle 
total sera pareïllément connu et déterminé. 

L'angle des deux plans ASD, DSC, se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l'angle des deux plans BSC, CSD, il 
faudrait dans un anglé solide partiel obeichc l'angle 
compris entre les deux plans ASC, DSC, et dans 
l'autre l'angle compris entre les UE plans ASC, 
BSC ; la somme de ces deux angles serait l'angle com- 
pris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même maniere que, pour dé- 
terminer un angle solide quintuple “il faut-connaitre, 
outre les cinq angles plans qui le composent, deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en fau- 
drait trois dans l’angle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 
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LES POLYEDRES. 


DEFINITIONS. 


ï. Ok appelle solide polyedre, ou simplement po- 
lyédre, tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mêmes par des lignées droites.) On appelle en parti- 
culier cétraèdre le solide qui a quatre faces ; kexaëedre 
celui qui en a six; octaëdre celui qui en a huit; do- 
decaèdre celui qui en a douze; icosaedre celui gui éh 
a vingt, etc. | 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trois plans pour former un angle so- 
lide , et ces trois plans laissent un vide qui, pour être 
fermé, exige au moins uà quatrieme plan. 

IT. L’intersection commune de deux faces adjacentes 
d'un polyèdre s'appelle côte ou aréte du polvèdre. 

LIT. On appelle polyedre régulier celui. dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux, .et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq. Voyez l’appendice 
aux livres VIT et VIT. 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes, terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones égaux et paralleles. 

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly- 
gone quelconque; si dans un plan parallele à ABC, 
on mene les lignes FG, GH, HT, etc., égales et pa- 
ralleles aux côtés AB, BC, CD, etc., ce qui formera 

Douz. éd. TI 
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le polygone FGHIK égal à ABCDE; si ensuite on 
joint d’un plan à l’autre les sommets des angles ho- 
mologues par les droites AF, BG, CH, etc., les faces 
ABGF, BCHG , etc., seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et paralleles ABCDE, 
FGHIK, s'appellent les bases du prisme ; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou convexe du prisme. Les droites 
égales AF, BG, CH, etc., s'appellent les côtes du 
prisme. À 

VI. La hauteur d’un prisme est la distance de ses 
deux bases , ou la perpendiculaire abaissée d’un point 
de la base supérieure sur le plan de la base infé- 
rieure. 

VIL. Un prisme est droit lorsque les côtés AF, 

, @tc., sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d'eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prisme est oblique, et la hau- 
teur est plus petite que le côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire ;  quadrangu- 
laire, pentagonal, hexagonal, etc., selon que la base 
est un triangle, un quadrilatere, un pentagone, un 
hexagone, etc: | | 

IX. Le prisme quia pour base un parailélogramme, 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s'appelle 
parallelipipede. 

Le parallelipipede est rectangle lorsque toutes ses 
faces sont des rectangles. 

X. Parmi les parallélipipedes rectangles on dis- 
uüngue le cube ou hexaèdre régulier compris sous six 
quarrés égaux. 

XI. La pyramide est le solide formé lorsque plu- 
sieurs plans triangulairés partent d'un même points, 
et sont terminés aux différents côtés d'un même plan 
polygonal ABCDE. 
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Le polygone ABCDE s'appelle la Zase de la pyra- 
mide, le point S en est le sommet, et l'ensemble des 
triangles ASB, BSC, etc., forme la surface convexe 
ou latérale de la pyramide. : 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur le plan de la base, pro- 
longé s'il est nécessaire. 

XIII. La pyramide est giangulaire, | quadrangu- 
laire, etc., selon que la base est un triangle, un qua- 
drilatere, etc. 

XIV. Une pyramide est reguliere, lorsque la base 
est un polygone régulier, et qu'en même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
s'appelle alors l’axe de la pyramide. 

XV. Diagonale d’un polyèdre est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai polyedres symétriques deux 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont cons- 
truits semblablement, l'un au-dessus du plan de cette 
base, l’autre au-dessous, avec cette condition que les 
sommets des angles solides homologues soient situés 
à égales distances du plan de la base, sur une même 
droite perpendiculaire à à ce plan. 

Par exemple, si la droite ST est perpendiculaire 
au plan ABC, et qu'au pont O, où elle rencontre ce 
plan , elle soit divisée en deux parties égales , les deux 
pyramides SABC, TABC, qui ont la base commune 
ABC, seront deux polyèdres symétriques. 

XVII. Deux pyramides triangulaires sont sembla- 
bles, lorsqu'elles ont deux faces semblables chacune 
à chacune, semblablement placées et également incli- 
nées entre elles. 

Ainsi, en supposant les angles ABC — DEF, BAC 
—EDF , ABS —DET, BAS—EDT, si en outre l’in- 
clhinaison des plans ABS, ABC, est égale à celle de 
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leurs homologues DTE, DEF, les pyramides SABC, 
TDEF, seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur une même face ou base d’un 
polyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif- 
férents angles solides du polyèdre, situés hors du 
plan de cette base, soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pou base commune le triangle 
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap- 
port à la base. Cela posé : 

Deux polyedres sont semblables lorsqu'ayant des 
bases semblables, les sommets des angles solides ho- 
mologues , hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune. 

XIX. J’appellerai sommets d'un polyèdre les points 
situés aux sommets de ses différents angles solides. 

IN. B. Tous les polyèdres que nous considérons sont des polyèdres 
à angles saillants ou polyèdres convexes. Nous appelons ainsi eeux 
dont la surface ne peut être rencontrée par une ligne droite en plus 
de deux points. Dans ces sortes de polyèdres le plan prolongé d’une 
face ne peut couper le solide; il est donc impossible que ie polyèdre 


soit en partie au-dessus du plan d’une face, en partie au-dessous; il 
est tout entier d'un même côté de ce plan. 


PROPOSITION PREMIERE. 
THÉORÈME. 


Deux polyèdres ne peuvent avoir les mêmes 
sommets et en méme nombre sans coincider l’un 
avec l’autre. 


Car supposons l'un de polyèdres déja construit, 
si on veut en construire un autre qui ait les mêmes 
sommets et en même nombre, il faudra que les plans 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 


+2 
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que dans le premier, sans quoi ils ne différeraient 
pas l’un de l'autre : mais alors il est clair que quel- 
ques-uns des nouveaux plans couperaient le prémier 
polyèdre; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans, et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc, si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre, ils 
doivent nécessairement coincider l’un avec l’autre. 

Scholie. Etant donnés de position les points À, B, 
G, K, etc., qui doivent servir de sommets à un po- 
lyèdre, il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d’abord trois points voisins D, E, H, 
tels que le plan DEH passe, s’il y a lieu, par de nou- 
veaux points K, G, mais laisse tous les autres d'un 
même côté, tous au-dessus du plan ou tous au- 
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé, 
sera une face du solide. Suivant un de ses côtés EH, 
conduisez un plan que vous ferez tourner jusqu’: à ce 
qu'il rencontre un nouveau sommet F, ou plusieurs 
à-la-fois F, I; vous aurez une seconde face qui sera 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des 
plans par les côtés trouvés jusqu’à ce que le solide 
soit terminé de toutes parts : ce solide sera le polyèdre 
demandé , car il n'y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. 


PROPOSITION IL. 


THÉORÈME. 


Dans deux polyèdres symétriques les faces 
homologues sont égales chacune à chacune, et 
l’inclinaison de deux faces adjacentes, dans un 
de ces solides, est égale à l’inclinaison des faces 
homologues dans l’autre. 

Soit ABCDE la base commune aux deux polyèdres, 


fig 204. 


fig. 263. 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de l'un des polyèdres, M' et N’ les som- 
mets homologues de l’autre polyèdre; il faudra, sui- 
vant la définition, que les droites MM', NN’, soient 
perpendiculaires au plan ABC, et qu'elles soient divi- 
sées en deux parties égales aux points "2 et z où elles 
rencontrent ce plan. Cela posé, je dis que la distance 
MN est égale à M'N'. 

Car si on fait tourner le trapeze »# M'N'z autour 
de mn jusqu'à ce que son plan s'applique sur le plan 
mMNr; à cause des angles droits en 77 et en », le 
côté »M' tombera sur son égal 2M,-et 2N'sur »2N; 
done les deux trapezes coïncideront, et on aura 
MN = M'N. 

Soit P un troisieme sommet du polyèdre supérieur, 
et P”’ son homologue dans l’autre, on aura de même 
MP M'P" et NP—N'P'; ; done le triangle MNP, 
qui joint {rois sommets RTE du polyèdre su- 
périeur , est égal au triangle M'N'P' qui joint les trois 
sommets homologues de l’autre polyedre. 

Si parmi ces triangles on considere seulement ceux 
qui sont formés à la surface des polyèdres, on peut 
déja conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
POiTE gone, les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l’autre SUNSCE et formeront une face 
polygone égale. 

En ds soient MPN, NPQ, deux triangles adja- 
cents qu'on suppose dans un même plan, et soient 
M'P'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l'angle 
MNP— M M'N'P',. l'angle PNQ— P N'Q'; et si on 
joignait MQ et M'Q à rs triangle MNQ serait égal à 
BT'N'Q@", ainsi on aurait l'angle MNQ — M'N'Q’. 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan, on a l'angle 
MNQ—MNP + PNQ ; donc on aura aussi M'N'Q' 
—M'N'P" + P'N'Q'. Or; si les trois plans M'N'P", 
P'N'Q, M'N'Q', n'étaient pas confondus er un 
seul, ces trois plans formeraient un angle solide, et 
on aurait * l’augle M'N'Q'<M'N'P'+P'N'Q'; 
donc, puisque cette condition n’a pas lieu , les deux 
triangles M'N'P', P'N'Q', sont dans un même plan. 

Il suit de là que chaque face, soit triangulaire, soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une face égale 
dans l’autre, et qu’ainsi les deux polyèdres sont com- 
pris sous un même nombre de plans égaux, chacun à 
chacun. 

Il reste à prouver que linclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l’un des polyèdres est 
égale à l’inclinaison des deux faces homologues dans 
l’autre. 

Soient MPN, NPQ, deux triangles formés sur 
l’arète commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N’, N'P'Q", leurs homoio- 
gues; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MNQ , MNP, PNG, et en 
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q, 
M'N'P", P'N'Q". Or, on a déja prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun; donc l'inclinaison 
des deux plans MNP, PNQ, est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q'*, 

Donc, dans les polyèdres symétriques, les faces 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d’un des solides, ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l'autre solide. 

Scholie. On peut remarquer que /es angles solides 
d’un polyèdre sont les symétriques des angles solides 
de l’autre polyedre; car si l'angle solide N est formé 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son homolo- 


20, 5. 
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gue N' est formé par les plans M'N'P', P'N'Q, 
Q'N'R', etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres; mais comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l’un par 
rapport à l’autre, il s'ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l'angle solide N' est l’inverse 
de celle qui a lieu dans l’angle homologue N. D’ail- 
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales 
dans l’un et dans l’autre angle solide; donc ces angles 
solides sont symétriques l’un de l’autre. Voyez le 
scholie de la prop. AXTIT, liv. F. 

Cette ane prouve qu’un polyèdre quelconque 
ne peut avoir qu’un seul polyèdre symetrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
symétrique au polyèdre donné, les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symétriques des angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symétrique construit sur la premiere 
base. D'ailleurs les faces homologues seraient toujours 
égales ; donc ces deux polyèdres symétriques cons- 
truits sur une base ou sur une autre auraient les faces 
égales et les angles solides égaux ; donc ils coïncide- 
raient par la superposition , et ne feraient qu’un seul 
et même polyèdre. 


PROPOSITION II 
THÉORÈME. 


Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés. 

Soit la base ABCDE égale à la base abcde, le pa- 
rallélosgramme ABGF sal au DA Une abgf, 
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme 
bchg ; je dis que le prisme ABCIT sera égal au prisme 


abct. 
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Car soit posée la base ABCDE sur son égale abcde, 
ces deux bases coïncideront : mais les trois angles 
plans qui forment l'angle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment l'angle solide 4, cha- 
cun à chacun, savoir, ABC — abc, ABG—abg, et 
GBC— gèc; de pius ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et à sont égaux, et 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal bg. 
On voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF , abgf, le côté GF tombera sur son égal gf, 
et semblablement GH sur g; donc la base supé- 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fghik, et les deux solides seront confondus en un 
seul, puisqu'ils auront les mêmes sommets *. 
Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases 
egales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant 
le côté AB égal à ab, et la hauteur BG égale à bg, le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il en 
sera de même des rectangles BGHC, #ghc; ainsi les 
trois plans qui forment l’angle solide B sont égaux 
aux trois qui forment l'angle solide 2. Donc les deux 
prismes sont égaux. 


PROPOSITION IV. 


THÉORÈME. 


Dans tout parallélipipede les plans opposés 
sont égaux et paralleles. 

Suivant la définition de ce solide, les bases ABCD, 
EFGH, sont des parallélogrammes égaux, et leurs 
côtés sont paralleles : il reste donc à démontrer que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées , telles que AEHD, BFGC. Or, AD est égale et 
parallele à BC, puisque la figure ABCD est un parai- 


in à 
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lélogramme ; par une raison semblable AL est égale 
et parallele à BF : donc l'angle DAE est égal à l’angle 


. CBF*, et le plan DAE parallele à CBF ; donc aussi le 


parallélogramme DAEH est égal au parallélogramme 
CBFG. On démontrera de même que les parallélo- 
grammes opposés ABFE, DCGH, sont égaux et pa- 
ralleles. 

Corollaire. Puisque le parallélipipede est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
paralleles, il s'ensuit qu'une face quelconque et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du paral- 
lélipipede. 

Scholie. Étant données trois droites, AB, AE, AD, 
passant par un même point À, et ar pa ip 
des angles donnés, on peut sur ces trois droites cons- 
truire un parallélipipede ; il faut pour cela mener 
par l'extrémité de chaque droite un plan parallele 
au plan des deux autres; savoir, par le point Brun 
plan parallele à DAE, par le point D un plan paral- 
lele à BAE, et par le point E un plan parallele à BAD. 
Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le 
parallélipipede demandé. 


PROPOSITION Y. 


THÉORÈME. 


Dans tout parallélipipede les angles solides . 
opposés sont symétriques l’un de l'autre; et 
les diagonales menées par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

Gomparons, par exemple, d'aide solide À à son 
opposé G; l'angle EAB, égal à EFB, est aussi égal à 
HGC, l'anele DAE — mn. DHE — CG, et l'angle DAB 
“PCR HGF:; donc les trois ie plans qui for- 
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ment l'angle solide À sont évaux aux trois qui forment 
l'angle solide G, chacun à chacun ; d’ailleurs il est 
iacilede voir que leur disposition est différente dans 
l'un et dans l’autre; donc 1° les deux angles solides À 

et G sont symétriques l'un de l’autre *. * 23,5. 
En second lieu, imaginons deux diagonales EC, 
AG, menées l'une et l’autre par des sommets opposés : 
puisque AE est égale et parallele à CG, la figure AEGC 
est un parallélogramme ; donc les diagonales EC, AG, 
se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale EC et une 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales ; 
donc 2° les quatre diagonales se couperont mutuel- 
lement en deux parties égales, dans un même point 
qu'on peut regarder comme le centre du paralléli- 


pipede. 
* PROPOSITION VI. 


THÉORÈME. 


Le plan BDHF, qui passe par deux arêtes 
paralleles opposées BF, DH, divise le paral- 
lélipipede AG en deux prismes triangulaires 
ABDHEF, GHFBCD, symétriques l'un de 
l’autre. 

D'abord ces deux solides sont des prismes; car les 
triangles ABD , EFH, ayant leurs côtés égaux et paral- 
leles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE, ADHE, BDHF, sont des parallélogrammes ; 
donc le solide ABDHEF est un prisme : il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces ‘ 
deux prismes sont symétriques run de l'autre. 

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symétrique du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qui a été démontré *, le plan ABF'E' est égal à +2, 


fig. 207. 


ie 


fig. 201. 
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ABFE, et le plan ADH'E' est égal à ADHE; mais 
si on compare le prisme GHFBCD au prisme , 
ABDH'E'F", la base GHF est égale à ABD; le pa- 
rallélogramme GHDC, qui est égal à ABFE, est aussi 
égal à ABF'E’, et le parallélogramme GFBC, qui 
est égal à ADHE, est aussi égal à ADH'E'; donc 
les trois plans qui forment l’angle solide G dans le 
prisme GHFBCD, sont égaux aux trois plans qui for- 
ment l'angle solide A dans le prisme ABDH'E'F", 
chacun à chacun, d’ailleurs ils sont disposés sem- 
blablement; donc ces deux prismes sont égaux *, 
et pourraient être superposés. Mais l’un d'eux 
ABDH'E'F' est symétrique du prisme ABDHEF ; 
donc l’autre, GHFBCD, est aussi le symétrique de 
ABDHEF. 


PROPOSITION VII. 
LEMME. 


Dans tout prisme ABCI, les sections NOPQR 
STVXY, faites par des plans paralleles, sont 
des polygones égaux. 

Car les côtés NO, ST, sont paralleles, comme étant 
les intersections de deux plans paralleles par un troi- 
sieme plan ABGF; ces mêmes côtés NO, ST, sont 
compris entre les paralleles NS, OT, qui sont côtés 
du prisme; donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP, PQ, QR, etc., de la section 
NOPQR, sont égaux respectivement aux côtés TV, 
VX, XY, etc., de la section STVXY. D'ailleurs les 


côtés égaux étant en même temps paralieles, il s'en- 


suit que les angles NOP, OPQ, etc. de la premiere 


section , sont égaux respectivement aux angles STV, 
TVX, etc., de la seconde. Donc les deux sections 


NOPQR, STVXY, sont des polygones égaux. 
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Corollatre. Toute section faite dans un prisme pa- 
rallèlement à sa base, est égale à cette base #® 


PROPOSITION VIII. 
RARE OC MURS 


Les deux prismes trianguaires symétriques 
ABDHEF, BCDFGH, dans lesquels se décompose 
le parallélipipede AG, sont équivalents entre 
eux. 

Par les sommets B et F menez perpendiculairement 
au côté BF, les plans Badc, Fehg, qui rencontreront, 


fig. 208, 


d'une part én a, d,c, de lautreene, k, #.les trois : 


autres côtés AE, DH, CG, du même parallélipipede; 
les sections Badc, Fehg, seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sontégales, parce qu’elles sont faites 
par des plans perpendiculaires à une même droite et 
par conséquent paralleles *; elles sont des parallélo- 
grammes, parce que deux côtés opposés d’une même 
section aB, de, sont les intersections de deux plans 
paralleles ABFE , DCGEP, par un même plan. 

Par une raison semblable, la figure BaeF est un 
parallélogramme , ainsi que les autres faces latérales 
BFsc, cdhg, adhe, du solide BadcFehg ; donc ce so- 
lide est un prisme * ; et ce prisme est droit, puisque 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme 
droit B% en deux prismes triangulaires droits aBdeF, 
BdcFhg; je dis que le prisme triangulaire oblique 
ABDEFH, sera équivalent au prisme triangulaire 
droit aBdeFA. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com- 
mune ABDAeF, il suffira de prouver que les parties 
restantes, savoir, les solides BzADA, FeEHZ sont 
équivalents entre eux. 


* déf. 4. 
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fig.209. 


174 GÉOMÉTRIE. 

Or, à cause des parallélogrammes ABFE, aBFe, les 
côtés A, ae, égaux à leur parallele BF, sont égaux 
entre eux; ainsi, en Otant la partie commune Ae, il 
restera Aa — Ee. On prouvera de même que D{—H4. 

Maintenant, pour opérer la superposition des deux 
solides BaAD4, FeEHX, placons la base Fe sur son 
égale Bad ; alors le pointe tombant en 4, et le point 
hk en d, les côtés E, 2H, tomberont sur leurs égaux 
aÂ, dD, puisqu'ils sont perpendiculaires au même 
plan Bad. Donc les deux solides dont il s’agit coïnci- 
deront entièrement l’un avec l’autre; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
BadFeA. | 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prisme droit BdcFAg. 
Mais les deux prismes droits BadFeh, BdcFhg sont 
égaux entre eux, puisqu'ils ont même hauteur BF, 
et que leurs bases Bad, Bdc sont moitiés d'un même 
parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH, BDCFHG, équivalents à des prismes 
égaux, sont équivalents entre eux. 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est 


la moitié du parallélipipede AG, construit sur le 


même angle solide À, avec les mêmes arêtes AB, 


AD AE. 
PROPOSITION IX. 


THÉORÈME. 


Si deux parallélipipedes AG, AL, ont une 
base commune ABCD , et que leurs bases supé- 
rieures EFGH , IKLM , soient comprises dans un 
méme plan et entre les mémes paralleles EK, 
HL, ces deux parallélipipedes seront équiva- 
lents entre eux. 
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Il peut arriver trois cas, selon que EI est plus 
grand, plus petit ou égalà EF ; mais la démonstration 
est la même pour tous : et d'abord je dis quele prisme 
triangulaire AEIDHM est égal au prisme HAS 
BFKCGL. 

En effet, puisque AE est parallele à BF et HE à 
GF, l'angle AEI— BFK, HEI—GFK, et HEA — 
GEB. pe ces six angles les trois premiers forment 
langle solide E, les trois autres forment l’angle solide 
Fa dôné i DHisireo les angles plans sont hs chacun 
à chacun, et semblablement disposés, il s'ensuit que 
les angles solides E et F sont égaux. Maintenant, si 
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL, et d'abord 
la base AEÏ sur la base BFK, ces deux bases étant 
égales coïncideront ; et puisque l’angle solide E est 
égal à l’angle solide F, le côté EH tombera sur son 
égal FG : il n'en faut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten- 
due; car la base AEËÏT et l’arête EH déterminent le 
prisme AEM, comme la base BFK et l’arête FG dé- 
terminent le prisme BFL * : donc ces prismes sont 
égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM, 
il restera le parallélipipede AÏL; et si du même so- 
lide AL on retranche le prisme BFL, il restera le 
parallélipipede AEG ; donc les deux parallélipipedes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 


PROPOSITION X. 
:Æ THÉORÈME. 


Deux parallélipipedes de méme base et de 
méme hauteur sont équivalents entre eux. 

Soit ABCD la base commune aux deux paralléli- 
pipedes AG, AL ; puisqu'ils ont même hauteur, leurs 
bases supérieures EFGH, IKLM, seront sur le même 


WE à 
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plan. De plus les côtés EF et AB sont égaux et gr 
leles, il en est de même de IK et AB; donc EF est tégal 
et bars lile à IK : par une raison min abs GE est 
égal et parallele à LK.. Soient prolongés les côtés EF, 
HG, ainsi que LK, IM, jusqu'à ce que les uns et les 
autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH, IKLM. Or si 


on imagine un troisieme parallélipipede qui, avec la 


même base inférieure ABCD , ait pour base supérieure 
NOPQ, ce troisieme parallélipipede serait équivalent 
au parallélipipede AG*, puisqu'ayant même base infé- 
rieure, les bases supérieures sont comprises dans un 
même plan et entre les paralleles GQ, FN. Par lamème 
raison ce troisieme parallélipipede serait équivalent 
au parallélipipede AL; donc les deux parallélipipedes 
AG, AL, qui ont même base.et même hauteur, sont 


équivalents entre eux. 


PROPOSITION XL. 
THÉORÈME. 


Tout parallélipipede peut étre changé en un 
parallélipipede rectangle équivalent qui aura 
méme hauteur et une base équivalente. 

Soit AG le parallélipipede proposé; des points À, 
B,C,D, menez AI, BK, CL, DM, perpendiculaires 
au plan de le base, vous formerez ainsi le paraliélipi- 
pede AL équivalent au parallélipipe de AG , et dont les 
faces latérales AK , BL, eic., seront des ee Si 
donc fa base ABCD est un rectangle, AL sera le ral. 
lélipipede rectangle ons te au par allélipipedet#pro- 
posé AG. Maus si ABCD n’est pas un rectangle, menez 
AO et BN perpendiculaires sur CD, érsdifs OQ et 
NP perpendiculaires sur la base, vous aurez le solide 


ABNOIKPQ cui sera un parallélipipede rectangle : 
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enveffet, par construction, la base ABNO et son op- 
posée IKPQ sont des rectangles; les faces latérales en 
sont aussi, puisque les arêtes AI, OQ, etc., sont per- 
pendiculaires au plan de la base; donc le solide AP 
est un parallélipipede rectangle. Mais les deux paral- 
lélipipedes AP, AL, peuvent être censés avoir même 
_ base ABKT et mème hauteur AO : donc ils sont équi- 
valents; donc le parallélipipede AG, qu’on avait d’a- 
bord changé en un parallélipipede équivalent AL, se 
trouve de nouveau changé en un parallélipipede rec- 
tangle équivalent AP, qui a la même hauteur AT, et 
dont la base ABNO est équivalente à la base ABCD. 


PROPOSITION XII. 
THÉORÈME. 


Deux parallélipipedes rectangles AG, AT, 
qui ont la même base ABCD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs AE, AT. 

Supposons d’abord que les hauteurs AE, AT, soient 
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple, 
comme 15 est à 8. On divisera AE en 15 parties égales, 
dont AI contiendra 8, et par les points de division x, 
y, z, etc., on menera des plans paralleles à la base. 
Ces plans partageront le solide AG en 15 parallélipi- 
pedes partiels qui seront tous égaux entre eux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
égales, parce que toute section comme MIKL, faite 
dans un prisme parallèlement à sa base ABCD), est égale 
à cette base*; des hauteurs égales, parce que ces hau- 
teurs sent les divisions mêmes Az, y, «z, etc. Or, 
de ces 15 parallél'pipedes égaux, huit sont contenus 
dans AL; donc le solide AG est au solide AL comme 
15 est à 8, ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AÏ. 

Douz. ed. 12 
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En second lieu, si le rapport de AE à AT ne peut 
sexprimer en nombres, je dis quon n’en aura pas 
moins solid. AG : solid. AL :: AK : AT. Car, si cette 
proportion n'a pas lieu, supposons qu'on ait s0/. AG : 
sol. AL :: AE : AO. Diviséz AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que OL, il y aura au moins 
un point de division "» entre Q ét L. Soit P le paral- 


lélepipede qui a pour base ABCD et pour hauteur 


figr. v 13e 


Am; puisque les hauteurs AE, A» sont entre elles 
comme deux nombres entiers, on aura so/, AG : P :: 
AE : Am. Mais on a, par hypothese, 507. AG : sol. AL :: 
AE : AO; de là résulte s07. AL : P :: AO : Am. Mais AO 
est plus grand que Am; donc il faudrait, pour que la 
proportion eût lieu, que le solide AL fût plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrieme térme de la proport'on 
sol. AG : sol. AL :: AE : +, soit une ligne plus grande 
que AL. Par un raisonnement semblable on démon- 
trérait que le quatrieme terme ne peut être plus petit 
que AT; donc il est égal à AT; donc les parallélepipedes 
rectangles de même base sont entré eux comme leurs 
hauteurs. 


PROPOSITION.XIIL. 
THÉORÈME. 


Deux parallélepipedes rectangles AG, AK, 
qui ont méme hauteur ÂE, sont entre eux Comme 
leurs bases ABCD, AMNO. 


Ayant placé les deux solides l’un à côté de l’autre, 
comme la figure les représente, prolongez le plan 
ONKL, jusqu’à ce qu'il rencontre le plan DCGH sui- 
vant PO, vous aurez un troisieme parallélepipede AQ, 
qu'on pourra comparer à chacun des parallélepipedes 


AG , AK. Les deux solides AG, AQ, ayant même base 
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AEHD), sont entre eux comme leurs hauteurs AO, AB ; 
‘ pareïllement les deux solides AQ, AK, ayant même 
base AOLE, sont entre eux comme leurs hauteurs 
AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions, 
sol, AG : sol, AQ :: AB: AO, 
sol. AQ : sol. AK :: AD : AM. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun so/. 
AQ, on aura, 
sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM. 
Mais AB X AD représente la base ABCD, et AO x AM 
représente la base AMNO ; donc deux parallélepi- 
pedes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 


PROPOSITION XIV. 
._ THÉORÈME. 


Deux parallélepipedes rectangles quelconques 
sont entre eux comine les produits de leurs bases 
par leurs hauteurs, ou comme les produits de 
leurs trois dimensions. 


Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma- 
niere que leurs surfaces aient l'angle commun BAE, 
prolongez les plans nécessaires pour former le troi- 
sieme parallélepipede AK de même hauteur avec le 
parallélepipede AG. On aura, par la proposition pré- 
cédente, 

sol. AG : sol. AK :: ABCD : AMNO. 
Mais les deux parallélepipedes AK, AZ, qui ont même 
base AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs 
AE, AX:; ainsi on a, 
sol. AK : sol. AZ; :: AE : AX. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 
12. 
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tant, dans le résultat, le multiplicateur commun so/. 
AK, on aura 

sol, AG : sol. AZ, :: ABCD x AE : AMNO x AX. 

A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mettre 
AB x AD et AO X AM, ce qui donnera, 

sol. AG : sol. AZ :: AB X AD X AE : AO x AM x AX. 
Donc deux parallélipipedes rectangles quelconques 
sont entre eux, etc. 

Scholie. Il suit de là qu'on peut prendre pour me- 
sure d'un parallélipipede rectangle le produit de sa 
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. C'est sur ce principe que nous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour l'intelligence de cette mesure il faut se rap- 
peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- 
sieurs lignes, le produit des nombres qui représentent 
ces lignes, et ces nombres dépendent de l’unité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté : cela posé, le produit 
des trois dimensions d'un parallélipipede est un nom- 
bre qui ne signifie rien en lui-même, et qui serait 
différent si on avait PER une autre unité inetre. Mais 
si on multiplie de même les trois dimensions d'un autre 
parallélipipede, en les évaluant d'après la même unité 
linéaire, les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l’idée de leur grandeur re- 
lative. 

La grandeur d’un solide, son volume ou son éten- 
due constituent ce qu’on appelle sa solidité, et le mot 
de solidité est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d’un solide : ainsi on dit que la solidité d’un 
parallélipipede rectangle est égale au produit de sa 
base par sa hauteur, ou au produit de ses trois di- 
mensions. 

Les trois dimensions du cube étant égales entre 
elles, si le côté est 1, la solidité sera 1X1X1,ou 1; 
si le côté est 2, la solidité sera 2 X 2 X2, ou 8; si le 
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côté est 3, la solidité sera 3 x 3 X 3, ou 27, et ainsi de 
suite; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
1, 2, 3, etc., les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres 1,8, 27, etc. De là vient qu'on 
appelle en arithmétique cube d’un nombre le produit 
qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d'un cube 
donné, il faudrait que le côté du cube cherché füt au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
l'unité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de 2; mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube, du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire, lesquelles consistent à nemployer que des 
lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

À raison de cette difficulté le problème: de la 
duplication du cube a été célebre parmi les anciens 
géometres, comme celui de la érisection de l'angle, 
qui est à-peu-près du même ordre. Mais on connait 
depuis long-temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles, lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
élémentaire, ne sont cependant ni moins exactes, 
ni Moins rigoureuses. 


\ 


PROPOSITION XV. 
THÉORÈME. 


La soliditémd” un parallélipipede, et en gé- 
néral la solidité d’un prisme quelconque, est 
égale au produit de'sa base par sa hauteur. 

Car 1° un paraïlélipipede quelconque est équiva- 
lent à un parallélipipede rectangle de même hauteur 
et de base équivalente *. Or la solidité de celui-ci est + 12, 
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égale à sa base multipliée par sa hauteur; done la 
solidité du premier est pareïllement égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

2° Tout prisme triangulaire est la moitié du paral- 
lélepipede construit de maniere qu'il ait la même hau- 
teur et une base double *. Or la solidité de celui-ci est 
égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc celle 
du prisme triangulaire est égale au produit de sa base, 
moitié de celle du parallélepipede, multipliée par sa 
hauteur. 

3° Un prisme quelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu'on 
peut former de triangles dans le polygone qui lui sert 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur ; et ‘puis- 
que la hauteur est la même pour tous, il s'ensuit que 


‘la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 


somme de tous les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc la solidité 
d’un prisme polysgonal quelconque est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
même ‘hauteur, les produits des bases par les hau- 
teurs seront comme les bases; donc deux prismes de 
méme hauteur sont entre eux comme leurs bases; par 
une raison semblable, deux prismes de-méme base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. 


PROPOSITION XVI. 


LEMME, 


Si une pyramide SABCDE ps par un 
plan abd parallele à sa base, 

1° Les côtés SA, SB, SC,..….. et la hauteur SO, se 
ront divisés proportionneliement en a, b,c,..eto; 

2° La section abcde sera un polygone sembla- 
ble a la base ABCDE. | 
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Car 1° les plans ABC, abc, étant paralleles, leurs 
intersections AB, ab, par un troisième plan SAB, 
seront paralleles *; die les triangles SAB, Sad, sont 
semblables, et on a la proportion SA : Sa :: SB : S; 
on aurait de même SB : S4 :: SC : Sc, et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, SB, SC, etc., sont 
coupés proportionnellement en a, b, c, etc. La hau- 
teur SO est coupée dans la même proportion au 
point o; car BO et Lo sont paralleles, et ainsi On à 


© SO : So : : SB : Sé. 


20 Puisque «ab est parallele à AB, #c à BC, cd à 
CD, etc., l'angle abc — ABC, l'angle bcd— BCD, et 
ainsi de suite. De plus, à cause des triangles sembla- 
bles SAB, Sab, on a AB : ab :: SB : Sb; et à cause des 
trrangles SR BLEEE SBC, Séc, on a SB : S2:: BC: fe 
te AB : ab :: BC : bc; on aurait de même BC : éc : 
CD : cd, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE, 
abcde, ont les angles égaux chacun à chacun et les 
côtés homologues proportionnels ; donc ils sont sem- 


blables. 
Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ, deux pyra- 


mides dont le sommet est commun, et qui ont même 
hauteur, ou dont les bases sont situées dans un même 
plan; si on coupe ces pyramides par un même plan 
parallele au plan des bases, et qu'il en résulte les 
sections abcde, xyz; je dis y les sections abcde, 
xyz, seront entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. 

Car les polygones ABCDE, aæbcde, étant semblables, 
jeurs surfaces sont comme les quarrés des côtés ho- 


mologues AB, @b; mais AB : ab :: SA : Sa; donc 
ABCDE : abcde : : SA : Sa. Par la même raison, XYZ : 
Wys SX : Sx. Mais pusque abcxyz nest quun 


même plan, on à aussi SA : Sa :: SX : Sx; donc 


ABCDE : abede : : XYZ : xyz; donc les sections abewde, 
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xy3, Sont entre elles comme les bases ABCDE, XYZ. 
Donc si les bases ABCDE, XYZ sont équivalentes, les 


sections faites à égale hauteur sont pareillement 
équivalentes. 


PROPOSITION X VIL. 
THÉORÈME. 


Deux pyramides triangulaires qui ont des ba- 
ses équivalentes et des hauteurs égales, sont 
équivalentes. 


- 


Soient SA BC ,’sabc les deux pyramides dont les 
bases ABC, abc, que nous supposons placées sur un 
même plan, sont équivalentes et qui ont même hau- 
teur TA ; si ces pyramides ne sont pas équivalentes, 
soit sabc la plus petite et soit Ax la hauteur d’un prisme 
qui étant construit sur la base ABC, serait égal à 
leur différence. 

Divisez la bauteur commune AT en parties égales plus 
petites que Âæ, et soit Æ une de ces parties; par les 
points de division de la hauteur, faites passer des 
pulas paralleles au plan des bases; les sections faites 
par chacun de ces plans dans les deux pyramides, seront 
équivalentes *, telles que DEF et def, GHI et gr, etc. 
cela posé , sur les triangles ABC, DEF, GHI etc., pris 
pour bases, construisez des prismes extérieurs qui 
aient pour arêtes les parties AD, DG, GK, etc. du 
coté SA ; de même sur les triangles def, ghi, Klm, etc., 
pris pour bases , construisez dans ” Ho pyramide 
des prismes intérieurs qui aient pour arêtes les parties 
correspondantes du côté sa ; tous ces prises partiels 
auront pour hauteur commune #. 

La somme des prismes extérieurs de la pyramide 
SABC, est plus grande que cette pyramide, la somme 
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des prismes intérieurs de la pyramide sabc est plus 
petite que cette pyramide ; doncepar ces deux raisons 
la différence entre les deux sommes de prismes devra 
être plus grande que la différence entre les deux 
pyramides. 

Or à partir des bases ABC, abc, le second prisme 
extérieur DEFG est équivalent au premier prisme 
Intérieur defa, puisque leurs bases DEF, def, sont 
équivalentes et qu'ils ont une même hauteur #; sont 
équivalens par la même raison le, troisiéme prisme 
extérieur GHIK et le second intérieur ghid, le qua- 
trième extérieur et le troisième intérieur, ainsi de 
suite jusqu’au dernier des uns et des autres. Donc 
tous les prismes extérieurs de la pyramide SABC, à 
l'exception du premier ABCD, ont leurs équivalens 
dans les prismes intérieurs de la pyramide sabc. Donc 
le prisme ABCD est la différence entre la somme des 
prismes extérieurs de la pyramide SABC et la somme 
des prismes intérieurs de la pyramide sabc ; mais la 
différence de ces deux sommes est plus grande que 
la différence des deux pyramides; donc il faudrait 
que leprisme ABCD fût plus grand que le prisme 
ABCX; or au contraire il est plus petit, puisqu'ils 
ont une même base ABC, et que la hauteur Æ du 
premier est moindre que la hauteur Ax du second. 
Donc l’hypothèse d'où l’on est parti ne saurait avoir 
lieu ; donc les deux pyramides SABC, sabc, de bases 
équivalentes et de hauteurs égales , sont équivalentes. 


PROPOSITION XVIII. 
THÉORÈME. 


Toute pyramide triangulaire est le üers du 
prisme triangulaire de iméme base et de même 
hauteur. 

Soit SABC une pyramide triangulaire, ABCDES un fig. 216, 
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prisme triangulaire de même base et de même hauteur, 
je dis que la pyramide est le tiers du prisme. 
Retranchez du prisme la pyramide SABC, il restera 
le solide SACDE qu’on peut considérer comme une 
pyramide quadrangulaire dont le sommet est S et qui 
a pour base le parallélogramme ACDE ; tirez la diago- 
nale CE et conduisez le plan SCE qui partagera la py- 
ramide quadrangulaire en deux pyramidestriangulaires 
SACE, SDCE, Ces deux pyramides ont pour hauteur 
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S 
sur le plau ACDE ; elles ont des bases égales, puisque 


_les triangles ACE, DCE, sont les deux moitiés du même 


parallélogramme ; donc les deux pyramides SACE , 
SDCE , sont équivalentes entre elles ; mais la pyramide 
SDCE et la pyramide SABC ont des bases-égales ABC, 
DES ; elles ont aussi même hauteur, car cette hauteur 
est la distance des plans paralleles ABC, DES. Donc 
les deux pyramides SABC, SDCE, sont équivalentes ; 
mais on a démontré que la pyramide SDCE est équi- 
valente à la pyramide SACE ; donc les trois pyramides 
SABC , SDCE, SACE,, qui composent le prisme ABD 
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC 
est le tiers du prisme ABD qui a même base et 
mème hauteur. 


Corollaire. La solidité d’une pyramide triangulaire 
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 


PROPOSITION XIxX. 
THÉOR Ë ME; 


Toute pyramide SABCDE a pour mesure le 
tiers du produit de sa base ARCDE par sa hau- 
teur AO. 


Car en faisant passer les plans SEB , SEC, par les 


‘ 


LIVRE VI. 187 
diagonales EB , EC, on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE, en plusieurs pyramides triangulaires 
* qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE, BCE, 
CDE,, par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triengulaires , ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE, aura pour mesure la somme des tri- 
angles ABE, BCE, CDE , ou le polygone ABCDE, 
multiplié par +SO ; donc toute pyramide a pour me- 
sure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 


Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme 
de même base et de même hauteur. 


Corollaire 11. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases, et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. 


Scholie. On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cette 
décomposition peut se faire de plusieurs manieres : 
une des plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d’un même angle solide ; alors 
on aura autant de pyramides partielles quil y a de 
faces dans le polyèdre, excepté celles qui forment 
l'angle solide d’où partent les plans de division. 


PROPOSITION XX. 
THÉORÈME. 


Deux potyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 


Car 1° deux pyramides triangulaires symmétriques, fig. 202. 
telles que SABC, TABC, ont pour mesure commune 


fig,217. 


188 GÉOMÉTRIE. 

le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

2° Si on partage d'une maniere quelconque He des 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même l'autre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiva- 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette proposition semblait résulter immé- 
diatement de la proposition IT, où l'on a fait voir que 
dans deux polyèdres symmétriques, toutes les parties 
constituantes d'un solide sont égales aux parties cons- 
ütuantes de l’autre; mais il n'en était pas moins né- 
cessaire de la démontrer d’une maniere rigoureuse. 


L 


PROPOSITION XXI. 


THÉORÈME. 


Si une pyramide est coupée par un plan pa- 
rallele à sa base, le tronc qui reste en ôtant la 
petite pyramide, est égal à la sommé de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune 
la hauteur du tronc, et dont les bases seraient 
la base inférieure du tronc, sa base supérieure, 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

Soit ABCDE une pyramide"coupée par le plan abd 
parallele à la base ; soit TFGH une pyramide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient égales ou équi- 
valentes à celles de la pyramide SABCDE. On peut 


supposer les deux bases situées sur un même plan ; et 


alors le plan abd , prolongé, déterminera dans la py- 


+ 
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ramide triangulaire une section f£h , située à la même 
hauteur au-dessus du plan commun des bases : d’où 
il résuite que la section f£ est à la section abd comme 
la base FGH est à la base ABD “; et puisque les bases * 16. 
sont équivalentes , les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabcde , Tfzhk, sont donc équivalentes, puis- 
qu’elles ont même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entieres SABCDE, TFGH, sont équi- 
valentes par la même raison; donc les troncs ABDdab, 
FGHA/g, sont équivalents, et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée, pour le seul 
cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit FGHA/g un tronc de pyramide triangulaire fig. 218. 
à bases paralleles : par les trois points F, g, H, con- ” 
duisez le plan F9, qui retranchera du tronc la py- | 
ramide triangulaire gFGH. Cette pyramide a pour base 
la base inférieure FGH du tronc, elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc, puisque le sommet # 
est dans le plan de la base supérieure f£2A. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la 
pyramide quadrangulaire gf HF, dont le sommet est 
g et la base fAHF. Par les trois points f, g, H, con- 
duisez le plan f£2H, qui partagera la pyramide qua- 
drangulaire en deux triangulaires sFfH, #fAH. Cette 
derniere a pour base la base supérieure gfh du tronc, 
et pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son 
sommet H appartient à la base inférieure : ainsi nous 
avons déja deux des trois pyramides qui doivent com- 
poser le tronc. \ 

Il reste à considérer la troisieme £FfH : or, si on 
mene £K parallele à fF, et qu'on imagine une nou- 
velle pyramide f FHK , dont le sommet est K et la base 
FFH , ces deux pyramides auront même base FfH ; 
elies auront aussi même hauteur , puisque les sommets 
g et K sont situés sur une ligne £gK parallele à Ff, et 
par conséquent parallele au plan de Ja base ; donc ces 
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pyramides sont équivalentes. Mais la pyramide fFKH 
peut être considérée comme ayant son sommet en #, 
et ainsi elle aura même hauteur que le tronc ; quant 
à sa base FKH , je dis qu'elle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases FGH, /zh. En effet les triangles 
FHK , /£h, ont un angle égal F—f, et un côté égal 
FK— /£; on a donc* FHK: 22 :: FH : A. On a aussi 
FHG : FHK : : FG : FK ou f£. Mais les triangles sem- 
blables FGH, fc, donnent FG:/2::FH:fA; donc 
FGH : FHK . : FHK : /£2; et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH, 
fgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases 
paralleles, équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc, et dont les 
bases sont la base inférieure du tronc, sa base supé- 
rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. 


PROPOSITION XXII. 


THÉORÈME. 


_Së.on coupe un prisme triangulaire dont À BC 
est la base, par un plan DES éncliné à cette 
base, le solide ABCDES, qui résulte de cette 
section, sera égal à la somme de trois pyramiues 
dont les sommets sont D, E, S, et la base com- 
mune À BC. 


Par les trois points S, À, C, faites passer le plan 
SAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCDES la 
pyramide triangulaire SABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point $. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera a 
pyramide quadrangulaire SACDE, dont S est le som- 
met et ACDE la base. Par les trois points S, E, C, 
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menez encore un plan SEC, qui divisera la pyra- 
mide quadrangulaire en deux pyramides iriangulaires 


SAGE, SCDE. 


La pyramide SAEC, qui a pour base Île triangle 
AEC et pour sommet le point S, est équivalente à une 
pyramide EABC, qui aurait pour base AEC et pour 
sommet le point B. Car ces deux pyramides ont même 
base ; elles ont aussi même hauteur, puisque la ligne 
BS , étant parallele à chacune des lignes AE, CD, est 
parallele à leur plan ACE ; donc la pyramide SA EC 
est équivalente à la pyramide EABC, laquelle peut 
être considérée comme ayant pour base ABC et pour 
sommet le point E. à 

La troisieme pyramide SCDE peut être changée 
d’abord en ASCD ;*car ces deux HRraIose ont la 
même base SCD ; 4h ont aussi la même hauteur, 
puisque ÂË est parallele au plan SCD ; donc la pyra- 
mide SCDE e* équivalente à ASCD. Ensuite la py- 
ramide ASCD peut être changée en ABCD, car ces 
deux pyramides ont la base commune ACD ;'elles ont 
aussi la même hauteur, puisque leurs sommets $ et B 
sont situés sur uñe parallele au plan de la base. Donc 
la pyramide SCDE, équivalente à ASCD , est aussi 
équivalente à ABCD ; or, celle-ci peut être regardée 
comme ayant pour Pace ABC et pour sommet le 
point D. 


Donc enfin le prisme tronqué ABCDES est égal à 
la somme de trois pyramides qui ont pour base com- 


mune ABC, et dont les sommets sont respectivement 
les points D, E,S. 


Corollaire. Si les arêtes AE, BS, CD, sont perpen- 
diculaires au plan de la base, elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent 
le prisme tronqué; de sorte que la solidité du prisme 
tronqué , sera exprimée par +ABC X AE + = ABC x BS 
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+ 2 ABC x CD quantité qui se réduit à ABC x (AE+- 
BS + CD). 


PROPOSITION XXIII. 


4 


THÉORÈME. 


Deux pyramides triangulaires semblables ont 
des faces homologues semblables, et les angles 


solides Rolorbes ÉgAUX. 


- Suivant la définition, les deux pyramides triangu- 
laires SABC, TDEF, sont semblables, si les deux tri- 
angles SAB, ABC, sont semblables aux deux TDE, 
DEF, et Lie tte ment placés, c'est-à-dire, si l'on a 
EE ABS—DET, BAS— —EDT, ABC— DEF, BAC 
— EDF, et si en outre os des plans SAB, 
ABC, est égale à celle des plans TDE, DEF : ra 
posé, je dis que ces pyramides ont toutes les faces 
semblables chacune à chacune, et les angles solides 
homologues égaux. 

Prenez BG—ED, BH—EF, BI—ET, et joignez 
GH, GI, IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH ; car ayant pris les côtés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l'angle GBH étant, par pren 
these, égal à ee DEF , le triangle GBH est égal 
à DEF : oc , pour opérer la superposition des deux 
NU on peut d'abord placer la base DEF sur 
son égale GBH ; ensuite, puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que ïe plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan ABS. Mais, par hypothese, l'angle DET — GBI, 
doncÆT tombera sur son égale BI; et puisque les 
quatre points D, E, F, T, coïncident avec les quatre 
G,B,H, 1, il s'ensuit” que la pyramide TDEF coïn 
cide avec la pyramide IGBH. 


“à ñ 
j 2 4 


LIVRE VI. 195 
Or, à cause des triangles évcaux DEF, GBH, on a 
ass BGH = EDF — BAC ; dune GH est parallele à à 
AC. FA une raison ÉELLIe GI est parallele à AS ; 
donc le plan IGH est parallele à SAC*. De là il suit 
que le triangle IGH, ou son égal TDF, est semblable 
à SAC*, et que le triangle IBH, ou son égal TEF , est 
semblable à SBC; donc les deux pyramides triangu- 
laires semblables SABC, TDEF, ont les quatre faces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
angles solides homologues égaux. 

Car on a déja placé l'angle solide E sur son homo- 
logue B, et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues ; mais on voit immédiate 
ment que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exemple, les angles T et S, parce qu'ils sont for- 
més par trois änolo plans égaux chacun à chacun 2 
et séblablé nerf placés. 

Donc, deux pyramides triangulaires semblables ont 
les us homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 


Corollaire TX. Les triangles semblables dans les deux 
pyramides fournissent les proportions AB:DE :: BC: 
EF :: AC: DF : : AS: DT. SB:TE::SC:TF; donc, 
dans les pyramides triangulaires semblables, les côtes 
homologues sont proportionnels. 

IT. Et puisque les angles solides homologues sont 


égaux, il s'ensuit que inclinaison de deux faces quel- 


conques d'une pyramide est égale a l’inclinaison des 
deux faces homologues de la pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallele à l’une des faces SAC, la 
pyramide partielle BGIF sera semblable à la pyramide 
entiere BASC : car les triangles BGI, BGH, sont sem- 
blables aux triangles BAS, BAC, chacun à chacun, 
et semblablement placés ; l’inclinaison de leurs plans 

Douz édit. 1 
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ést là même de part ét d'autre; donc les deux pyra- 
midés sont semblables. 

_ IV. En général, si on coupe une pyramide quel- 
conque SABCDE par uñ plan abcde parallele a la 
base, la pyramide partielle Sabcde sera semblable à 
la prramide entiere SABCDE. Car les bases ABCDE, 
abcde, sont semblables, et en joignant AC, ac, on 
vient dé prouver que la pyfamide triangulaire SABC 
ést seiniblable à la pyramide Sabc ; donc le point S est 
déterminé par rapport à là base ABC comme le point 
S l’est par rapport à la basé abc * ; donc les deux py- 
raïnides SABCDE, Sabcde, sont semblables. 

Schotie. Au lieu des cinq données requises par la dé: 
finition pour que deux pyramides. triangulaires soient 
semblables, on pourrait en substituer cinq autres, 
suivant différentes combinaisons , et il en résulterait 


autant de théorêmes, parmi lesquels on peut distin- 


guer celui-ci: Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les côtés homologues propor- 
tionnels. 

Car, si on a les proportions AB:DE :: BC:EF :: AC 
:DF::AS:DT :: SB:TE.:SC:TF, ce qui renferme 
cinq conditions, les triangles ABS, ABC, seront sem- 
blables aux triangles DET, DEF, et semblablement 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à 
TEF ; donc les trois angles plans qui forment Fangle 
Te B, seront égaux aux angles plans qui forment 
l'angle solide E, chacun à chacun : d'où il suit que 
anne des plans SAB, ABC, est égale à celle de 


leurs homologues TDE . DEF , à qu'ainsi les deux 


pyramides sont éemiblablés. | 
PROPOSITION XXI WV. 
THÉORÈME. 
Deux polyèdres semblables ont les faces ho- 
mologues semblables, et les angles solides homo- 
logues égaux. 
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Soit ABCDE la base d’un polyèdre ; soient M et N 
les sommets de deux angles solides, hors de cette base, 
déterminés par les pyramides triangulaires MABC, 
NABC , dont la base commune est ABC; soient dans 
l'autre polyèdre, abcde la base homologue ow'sem- 
blable à ABCDE , 77 et # les sommets homologues à 
Met N, déterminés par les pyramides mabc, nabe, 
semblables aux pyramides MABC, NABC; je dis 
d'abord que les distances MN, 77, sont proportion- 
nelles aux côtés homologues AB, ab. 

En effet, les pyramides MABC, mabc, étant sem- 
blables , l’inclinaison des plans MAC, BAC, est égale 
à ceile des plans mac, bac; par SM CUE les pyramides 
NABC, nabc, étant bLAES l'inclinaison des plans 
NAC, BAC. est égale à celle fie plans nac , bac : done, 
si on retranche les premieres CHE des der- 
nieres , il restera l’inclinaison des plans NAC, MAC, 
égale à celle des plans 2ac, mac. Mais, à cause de la 
similitude des mêmes pyramides, le triangle MAC est 
semblable à mac, et le triangle NAC est semblable à 
nac : donc les deux pyramides triangulaires MNAC, 
mnac, ont deux faces semblables chacune à chacune, 
semblablement placées et. également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables *, et leurs 
côtés homologues donnent la proportion MN :7n :: 
AM:am. D'ailleurs AM :a@m:: AB:ab ; done MN :"#n 

MOD ext. 

Soient P et p deux autres sommets Hobbit el des 
mêmes polyèdres, et on aura semblablement PN :pn 
:: AB:ab, PM:pm:: AB: ab. Donc MN : en :: PN :pn 
:: PM : pm. Donc le triangle PNM qui joint trois som- 
mets quelconques d’un polyedre est semblable au tri- 
angle pnm qui joint les trois sommets homologues de 
l’autre polyèdre. 

Soient encore Q et g deux sommets homologues, et 


fig. 219. 


letriangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de cu | 
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que l’inclinaison des plans PQN, PMN, est égale à 
celle des plans pgn, pmn. 

Car si on joint QM et gm,, on aura toujours le tri- 
angle QNM semblable a gnm, et par conséquent l'angle 
QNM égal à gnm. Concevez en N un angle solide for- 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, er 
en = un angle solide formé par les trois angles plans 
qgnm, gnp, prm : puisque ces angles plans sont égaux 
chacun à chacun, il s'ensuit que les angles solides sont 
égaux. Donc l’inclinaison des deux plans PNQ, PNM, 
est égale à celle de leurs homologues png, pam; donc, 
si les deux triangles PNQ, PNM, étaient dans un 
même plan, auquel cas on aurait l’angle QNM—QNP 
+ PNM, on aurait aussi l'angle gnm—qnp+ pnm, et 
les deu: triangles gnp, pnm, seraient aussi dans un 
même plan. 

Tout ce qui vient d’être démontré a lieu, quels 
ue soient les angles M, N, P, Q, comparés à leurs 
homologues m, n,p, gq. 

Supposons maintenant que la surface de l'un des 
polyèdres soit partagée en triangles ABC, ACD, 
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de l'autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
abc, acd, mnp, npg, etc., semblables et semblable- 
ment placés ; et si plusieurs triangles, comme MPN, 
NPQ, etc., appartiennent à une même face et sont 
dans un même plan, leurs homologues mpn, npg, etc., 
seront pareillement dans un même plan. Donc toute 
face polygone dans un polyèdre répondra à une face 
polygone semblable dans l’autre polyèdre ; donc les 
deux polyèdres seront compris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de 
plus que les angles solides homologues seront égaux. 

Car, si l'angle solide N, par exemple, est formé 
par les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, l’an- 


gle solide homologue # sera formé par les angles 


kr 
“ \ 
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plans qnp, pnm, mnr, gnr. Or, ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun, et l'inclinaison de deux plans 
adjacents est égale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homo- 
logues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que si, avec quatre sommets d’un polyèdre, on forme 
une pyramide triangulaire, et quon en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d’un 
polyèdre semblable, ces deux pyramides seront sem- 
blables ; car elles auront les côtés homologues pro- 
Bebbntiel * 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN, an, sont entre elles 
comme deux côtés homologues AB, ab. 


PROPOSITION XX V. 
THÉORÈME. 


Deux polyèdres semblables peuvent se parta- 
ger en un méme nombre de pyramides triangu- 
laires semblables chacune à chacune, et sem- 
blablement placées. 


Car on a déja vu que les surfaces de deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun, et semblable- 
ment placés. Considérez tous les HUE d'un po- 
lyèdre, excepté ceux qui forment l'angle solide A, 
comme les bases d'autant de pyramides triangulaires 
dont le sommet est en À; ces pyramides prises en- 
semble composeront le polyèdre : partagez de même 
l'autre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 


*21,sch, 
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commun celui de l'angle & homologue à A ; il est clair 
que la pyramide qui joint quatre sommets d'un po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l'autre PES PAR Donc 
deux polyèdres semblables, etc. 


PROPOSITION XX VI. 
THÉORÈME. 


Deux pyramides semblables sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues. 

Car deux pyramides étant semblables, la plus petite 
pourra être placée dans la plus grande, de maniere 
qu'elles aient l'angle solide S commun. Alors les bases 
ABCDE, abcde, seront paralleles; car, puisque les 
faces homologues sont semblables *, l'angle Sab est 
égal à SAB, ainsi que Sc à SBC; a, fe plan abc 
est phrallels au plan ARC * nr posé, soit SO la 
perpendiculaire abaissée di sommet S sur le plan 
ABC, et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc ; on aura | suivant ce qui à été déja 
démontré *, S0:$0 :: SA:Sa:: AB:ab; et par consé- 
rade A TA à 4 

+S0:::5S0 :: AB : &b, 
Mais les bases ABCDE, abcde, étant des figures sem- 
blables, on a, 
ABCDE : abede :: AB : ab. 


-Multipliant ces deux proportions terme à terme , il en 


résultera la proportion , 
RL TS 
: ABCDE X SO :aëcde x 50 :: AB : ab ; 
tr, ABCDE X :SO est la solidité de la pyrannde 
SABCDE *, et abcdex :So est celle de Ta pyramide, 
Sabcdé ; donc deux pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs côtés homologues, 
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PROPOSITION XXVIL. 
:@ 


THÉORÊME. 


Deux polyèdres semblables sont entre eux 
comme les cubes des côtés homologues. 


Car deux polyèdres semblables peuvent être par- 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or, les deux pyra- 
mides semblables APNM, apnum, sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM, am, ou 
comme les cubes des côtés homologues AB, ab. Le 
même rapport aura lieu entre deux autres pyramides 
homologues quelconques ; donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre, ou le po- 
lyèdre lui-même, est à l’autre polyèdre, comme le 
cube d’un côté quelconque du premier est au cube 
du côté homologue du second. 


Scholie général 


On peut présenter en termes algébriques, c'est-à- 
dire, de la maniere la plus succincte, la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base d'un prisme, H sa hauteur; la soli- 
dité du prisme sera B X H ou BH. 

Soit B la base d’une pyramide, H sa hauteur; la 
solidité de la pyramide sera BX<+H, ou HX-+B, ou 
= BH. 

Soit H la hauteur d'un trone de pyramide à bases 
par4lleles , soient À et B ses bases; |” AB sera la 
moyenne proportionnelle entre elles, et la solidite du 


vonc sera + H x (A + B +- /AB.) 
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Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire, 
H, H', H", les hauteurs de ses trois sommets supé- 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera #B X (H + 
H'+ H!), 

Soient enfin P et p les solidités de deux polyèdres 
semblables, À et a deux côtés ou deux diagonales 
homologues de ces polyèdres, on aura P : p :: A’: a’. 


7 


e 


LAS VILLA VLS AVE VS LR ALL RL R LRU LE D RD LD URL LD OR RL LR RL LR RD LR RS 


LIVRE VIT. 


LA SPHERE 


DÉFINITIONS. 


I. 1 sphere est un solide termine par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d’un point intérieur qu'on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphere est produite par 
la révolution du demi-cercle DAE autour du diametre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE aura tous ses points à égales distances 
du centre C. 

IT. Le rayon de la sphere est une ligne droite me- 
née du centre à un point de la surface; le diametre 
ou axe est une ligne Ds par le centre, et termi- 
née de part et d’autre à la surface. 
= Tous les rayons de la sphere sont égaux ; tous les 
diametres sont égaux et doubles du rzyon. 


fig. 220. 


IIT. Il sera démontré * que toute section de la * pr. r. 
q Pr 


sphere , faite par un plan, est un cercle: cela posé, 
on appelle grand cercle la section qui passe par’ le 
centre , petit cercle celle qui n'y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphere lorsqu'il n’a 
qu'un point commun avec sa surface. | 

V. Le pole d’un cercle de la sphere est un point 
de la surface également éloigné de tous les points de 
la circonférence de ce cercle. On fera voir * que tout 
cercle, grand ou petit, a toujours deux poles. 

VI. Triangle spherique est une partie de la surface 
de la sphere comprise par trois arcs de grands cercles. 


* pr. 6. 


fig. 220. 
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Ces arcs, qui s'appellent les côtes du triangle, sont 
toujours supposés plus petits que la demi-circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
les angles du triangle. 


NII. Un triangle sphérique prend le nom de rec- 
tangle, isoscele, équilatéral, dans les mêmes cas qu'un 


à triangle rectiligne. 


VIII. Polygone sphérique est une partie de la sur- 
face de la sphere terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphere 
cagiprise entre deux demi-crands cercles qui se ter- 


5 
minent à un diametre commun. 


X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partié du 
solide de la sphere comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles, et à laquelle le fuseau sert de base. 

XI. Pyramide sphérique est la partie du solide de 
la sphere comprise entre les plans d’un angle solide 
dont le sommet est au centre. La base de la pipiride 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 

XII. On appelle zone la partie de la surface de Ia 
sphere comprise entre deux plans pure qui en 
sont les bases. L’un de ces plans peut être Pr à la 
sphere, alors la zone n’a qu'une base. 

XIIL Segment sphérique est la portion du Ste 
de la SE comprise entre deux plaus paralleles qui 
en sont les bases. | he ” 

L’un de ces plans peut être tangent à la sphere, 
alors le segment sphérique n’a qu’une base. | 

XIV. La hauteur d'une zone où d’un segment est 
la distance des deux plans paralleles qui sont les 
bases de la zone ou du segment. R 

XV. Tandis que le demi-cerele DAE tournant au- 
tour du diametre DE décrit la sphere, tout secteur 


4 
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circulaire, comme DCF ou FCH, décrit un solide 
qu’on appelle secteur sphérique. | 


PROPOSITION PREMIERE. 
THÉORÈME. 


Toute section de la sphere, faite par un plan, 
est un cercle. 


Soit AMB la section faite par un plan dans la sphere 
dont le centre est C. Du point C menez la perpendi- 
culaire CO sur le plan AMB, et différentes lignes CM, 
CM à différents points de la courbe AMB qui termine 
la section. 

Les obliques CM, CM, CB, sont égales, puisqu'elles 
sont des rayons de ‘la es , elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire CO” ; donc toutes 
les lignes "OM, OM, OB, sont égales ; te la section 
_AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphere, son rayon sera le rayon de la sphere ; donc 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

IT. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales ; car leur intersection commune, pas- 
sant par le centre, est un diametre. 

III. Tout prand cercle divise la sphére et sa ati 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé les 
deux hémispneres ; on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même côté, les 
deux surfaces coïncideront l’une avec l'autre , sans 
quoi à y aurait des points plus près du centre les uns 
que les autres. 

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphere 
sont sur une même droite PERTE au plan du 
petit cercle. 

V. Les peüts cercles sont d'autant plus petits qu'ils 


La 
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sont plus éloignés du centre de la sphere ; car plus la 
distance CO est grande, plus est petite la corde AB, 
diametre du petit cercle AMB. 

VI. Par deux points donnés sur la surface d’une 
sphere, on peut faire passer un arc de grand cercle 
car les deux points donnés et le centre de la sphere 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diametre, alors ces deux points et le 
centre seraient en ligne droite, et il y aurait une in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par les 
deux points donnés. 


PROPOSITION IL ® 
THÉORÈME. 


Dans tout triangle sphérique ABC , un côlé 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. 

Soit O le centre de la sphere, et soient menés les 
rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB, 
AOC, COB, ces plans formeront au point O un angle 
solide , et les angles AOB, AOC, COB, auront pour 
mesure les côtés AB PAG BC, a triangle sphérique 
ABC. Or , chacun doi) trois biolés plans qui composent 

l'angle STE est moindre que la somme des deux 
autres"; donc un côté quelconque du triangle ABC 
est moindre que la somme des deux autres. 


PROPOSITION Ill. 
THÉORÈME. 
Le plus court chemin d’un point à un autre, 
sur la surface de la sphère, est l’arc de grand 


cercle qui joint les deux points donnés. 
. Soit ANB l'arc de grand cercle qui joint les points 


| LIVRE VII. | 205 
A et B, et soit hors de cet arc, s’il est possible, M un 
point de la ligne la plus courte entre À et B. Par ie 
point M menez les arcs de grands cercles MA, MB, 
et prenez BN —MR. 

Suivant le théorème précédent l'arc ANB est plus 
court que AM + MB ; retranchant de part et d’autre 
BN — BM, il restera AN < AM. Or, la distance de B 
en M, soit quelle se confonde avec l'are BM, ou 
qu'elle soit toute autre ligne , est égale à la distance de 
Bet N; car en faisant tourner le plan du grand cRige 
BM autour du diametre qui passe par B, on peut ame- 


ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus | 


courte de M en B, quelle qu elle soit, se confondra 
avec celle de N en B; donc les deux ous de À en 
B, l’un en passant par M, l’autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est, par hypothese, le plus court ; donc 
la distance de À en M est plus courte que la distance 
de À en N, ce qui serait absurde, puisque l'arc AM 
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de l'arc 
ANB ; donc cet arc est lui-même la ligne la plus courte 
entre ses extrémités. 


PROPOSITION IV. 
THÉORÈME. 


La somme des trois côtés d’un triangle sphé- 
rique est moindre que la circonférence d'un 
grand cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque ; pro- 
longez les côtés AB, AC , Jusqu'à ce qu'ils se rencon- 
trent de nouveau en D. Ts arcs ABD, ACD, seront 
des demi-circonfërences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales”; mais dans 


le triangle BCD on a le côté BC < BD + CD”; ajoutant 


+ 


fig. 224. 


fig. 225. 


fig. 220. 
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de part et d'autre AB + AC, on aura AB + AC + BC 
< ABD + ACD, c’est-à-dire, plus petit qu'une circon- 
férence. 


# 


PROPOSITION V. 
THÉORÈME. 


La somme des côtés de tout polygone sphé- 
rique est moindre que la circonférence d’un 
grand cercle. 

Soit, par exemple, ‘e PERRAEOUS ABCDE : prolon- 
gez les côtés AB, DC, jusqu’à leur rencontre en F; 
puisque BC est fit petit que BF + CF, le contour du 
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri- 
latere AEDF. Prolongez de nouveau les côtés AE, 
FD, jusqu'à leur rencontre en G, on aura ED < EG 
+ GD ; donc le contour du quadrilatere AEDF est 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus 
petit que la circonférence d'un grand cercle ; donc 
a fortiori le contour du polygone ABCDE est moindre 
que cetté même circonférence. 

Scholie. Cette proposition est au fond la même que 


. Ja xxrr° du livre v; car, si O est le centre de la sphere, 


on peut imaginer au point O un angle solide formé 
par les angles plans AOB, BOC, COD, etc., et la 
somme de cés angles doit être plus petite que quatre 
angles droits, ce qui ne differe pas de la proposition 
présente. La démonstration que nous venons de don- 


ner est différente de celle du livre v; l’une et l’autre 


supposent que le polygone ABCDE est convexe, ou 
qu'aucun côté prolorgé ne coupe la figure. 


PROPOSITION VIH. 


THÉORÈME. 


St on mene le diametre DE perpendiculaire 
au plan du grand cercle AMB, les extrémités 


F 


DE 
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Det E de ce diametre seront les pôles du cercle 
AMB , et de tous les petits cercles, comme FNG, 
qui lui sont paralleles. 

Car DC, étant perpendiculaire au plan AMB, est 
perpendiculaire à toutes les droites CA, CM, CB, etc., 
«menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA, DM, DB, etc., sont des quarts de circonférence : 
il en est de même des arcs EA, EM, EB, etc. ; donc 
les points D et E sont chacun également éloignés de 
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont 
les pôles de cette circonférence *. * 

En second lieu, le rayon DC, perpendiculaire au 
plan AMB , est perpendiculaire à son parallele FENG ; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG * ; donc 
si on tire les obliques DF, DN, DG, ces obliques s’é- 
carteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étant égales, les arcs sont 
égaux ; donc tous les ares DF, DN, DG, etc., sont égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
FNG;'et par la même raison le point KE est l’autre pôle. 

Corollaire \. Tout arc DM mené d'un point de l'arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nous appellerons pour abréger un 
guadrans, où un quadrant, et ce quadrant fait en 
même temps un angle droit avec l’arc AM. Car la ligne 
DC étant perpendiculaire au plan AMC, tout plan 
DMC qui passe par la ligne DC est perpendiculaire au 
plan AMC * ; donc l’angie de ces plans, ou suivant la 
déf. vr, l'angle AMD, est un angle droit. 

IT. Pour trouver le pôle d’un arc donné AM, menez 
l'arc indéfini MD perpendiculaire à AM, prenez MD 
égal à un quadrant, et le point # sera un des pôle: 
de l’arc MD ; ou bien menez aux deux points À et M 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM, le point de 


concour D de ces deux ares sera le pôle demandé. 


* def. 5! 


"18 6 


En 
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LIT. Réciproquement, si la distance du point D à 
chacun des points À et M est égale à un quadrant, je 
dis que le point D sera le pôle de l'arc AM, et qu’en 
même temps les angles DAM, AMD, seront droits. 

Car soit C le centre de la sphere, et soient menés les 
rayons CA, CD, CM: puisque les angles ACD , MCD, 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites CA, CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de l'arc AM ; et par 
suite les angles DAM, AMD, sont droits. 

_Scholie. Les propriétés des pôles permettent de tra- 
cer sur la surface de la sphere des arcs de cercle avec 
la même facilité que sur une surface plane. On voit, 
par exemple, qu'en faisant tourner l'arc DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG ; et si on fait 
tourner le quadrant DFA autour du point D, l’ex- 


> trémité À décrira l'arc de grand cercle AM. 


S'il faut prolonger l’arc AM, ou si on ne donne que 
les points À et M par lesquels cet arc doit passer, on 
déterminera d’abord le pôle D par l'intersection de 
deux arcs décrits des points À et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle, l'arc AM et son prolongement, 

Enfin, s’il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur l'arc donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusquà ce que l'intervalle PS soit égal à 
un quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira l’arc PM, qui sera l'arc perpendiculaire de- 


mandé. 


a, 
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PROPOSITION VII. 


THÉORÈME. 


Tout plan perpeñdiculaire a l'extrémité d'un 
* rayon est tangent a la sphere. é 
Soit FAG un plan perpendiculaire à l'extrémité du fix. 226. 
rayon OA ; si on prend un point quelconque M sur 
ce plan, et qu’on joigne OM et AM, l'angle OAM sera 
droit, et ainsi la distance OM sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphere; ét; comme 
il en est de même de tout autre point du plan FAG 
il s'ensuit que ce plan n'a que le seul point A com- 
mun avec la surface de la sphere ; donc ilesttangent  * 
à cette surface *. + déf. 4. 
Scholie. On peut prouver de même que deux spheres 
n'ont qu'un point commun, et sont par conséquent 
tangentes l’une à l'autre : lorsque la distance de leurs 
- centres est égale à la somme ou à la différence de 
leurs rayons, alors les centres et le point de contact 
sont en ligne droite. 


PROPOSITION VIIT. 


THÉORÊME. | k 


L'angle BAC que font entre eux deux arcs de fs. 6. 
grands cercles AB, AC, est égal a l'angle FAG, 
formé par les tangentes de ces arcs au point À : 
il a aussi pour mesure l'arc DE, décrit du point 
À comme pôle entre les côtés AB, AC, prolongés 
s’il est nécessaire. 

Car la tangente AF, menée dans le plan de l'arc 
AB, est perpendiculaire au rayon AO ; la tangente 
AG, menée dans le plan de Parc AC, est perpendi- 
culaire au même rayon AO. Donc l'angle FAG est 

Douz. ed. UFR 


fig. 238. 


fig. 227. 


* 6, 


cor. 3. 
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. égal à l'angle des plans OAB, OAC*, qui est celui des 


arcs AB, AC, et qui se désigne par BAC. 
Pace si l’arc AD est égal à un quadrant, 

ainsi que AE, L. lignes OD, OE, seront perpendicu- 

laires à AO, et lébale DOE sera encore égal à l'angle 


.des plans AOD, AOE ; done l'arc DE est la mesure de 
l'angle de ces none ou la mesure de l'angle CAB. 


Cole, Les angles des triangles sphériques peu- 
vent se comparer entre eux par les ares de grands cer- 
cles décr its de leurs sommets comme pôles et compris 
entre leurs côtés : ainsi il est facile de faire un angle 
égal à un angle donné. 

Scholie. Lu angles opposés au sommet, tels que 
ACO et BCN sont égaux ; car l’un ou l'autre est tou- 
jours l'angle formé par les deux plans ACB, OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre de deux ares 
ACB, OCN , les deux angies adjacents ACO, OGB, 
pris ensemble, valent toujours deux angles droits. 


PROPOSITION IX. % 


THÉORÈME. 


Étant donné le triangle ABC, si des points 
A,B,C, comme pôles, on décrit les arcs EF, 
FD , DE, qui forment le triangle DEF ; récipro- 
quement les trois points D, E, F, seront les 
pôles des côtés BC, AC, AB. 

Gar le point A étant le pôle de l'arc EF, la distance 
AE est un quadrant ; le point CG étant le pôle de l’arc 
DE, la distance CE est pareïllement un quadrant; 
AGE le point E est éloigné d'un quadrant de chacun 
des points À et C ; donc il est le pôle de l'arc AC *. 
On démontrera de même que D est le pôle de l'arc 
BC, et FE celui de l'arc AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moyen de DEF, comme HE Le le pee de 
ABC. 
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PROPOSITION X. 


THÉORÈME. 


à ” 


Les mêmes choses étant posées que dans le 
théoréme précédent, chaque angle de l’un des 


triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi- 
cérconférence moins le côté opposé dans l’autre 
triangle. 

14e 

Soient ROC s'il est nécessaire, les côtés AB, 
AC, jusqu’à la rencontre de EF en G et H ; puisque 

point À est le pôle de l'arc GH, l'angle À aura pour 
mesure l'arc GH. Mais l'arc EH est un quadrant 
ainsi que GF, puisque E est le pôle de AI, et F le 
vôle de AG ; donc EH + GF vaut une demi-circon- 
férence. Or EH + GF est la même chose que EF. + 
GH ; donc l’arc GH qui mesure l'angle À est égal à 
une demi-circonférence moins le côté EF ; de même 
l'angle B aura pour mesure = cire. — DE ;:et l'angle G, 
L'circ. — DE. : 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu'ils se décrivent de la même maniere 
l'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DE, ont pour me- 
sures HR A + CIC, — “BC, = cire. — AC, = circ. 
— AB. En effet l'angle D, par Steniples à pour me- 
sure l'arc ME: or MI + BC — MC+BI—=;S crc. à: 
donc l'arc MI, mesure de l'angle D,— + cire, — BC, 
et ainsi des autres. 

Scholie. I] faut remarquer qu'outre le triangle DEF 
on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac- 
tuelle n’a lieu que pour le triangle central, qui est 
distingué des trois autres en ce que les deux angles À 


et D'sont situés d’un même côté de BC, les deux B 
I À. 


fig, 227. 


fig. 228, 


js 
EE 
Go. 227. 


fig. 229. 
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et E d’un même côté de AC, et les deux C et F d’un 
même côté de AB. 

On donne différents noms aux deux triangles ABC, 
DEF ; nous les appellerons ériangles polaires. 


PROPOSITION XL. 


LEMME. 


Etant donné le triangle ABC, si du pôle A et 
de l inter valle AC on décrit l'arc de petit cercle 
DEC ; si du pôle B et de l'intervalle BC on décrit 
de an l'arc DEC, et que du point D , où 
les arcs DEC, DFC, se coupent, on mene les 
arcs de grands cercles AD, DB; 7e dis que le 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
a celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD —AC, DB—BC, 
AB est commun; donc ces deux triangies ont les côtés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En effet, si le centre de la sphere est supposé en 
O, on peut concevoir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB, AGG, BOC ; on 
peut concevoir de même un second angle solide formé 
par les trois angles plans AOB, AOD, BOD. Et puis- 
que les côtés du triangle ABC sont égaux à ceux du 
triangle ADB, il s'ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles 
plans qui forment lautre angle solide, chacun à 
chacun : mais dans ce cas il a été démontré * que les 
plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale- 
mer inclinés entre eux ; donc les angles du trianyle 
sphérique DAB sont égaux à ceux du triangle CAB, 
savoir DAB—BAC, DBA—ABC, et ADB—ACB; 
donc les côtés et les angles du triangle ADB sont égaux 
aux-côtés et aux angles du triangle ACB. 
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Scholie. L'égalité de ces triangles n’est cependant 
pas une égalité absolue ou de superposition , car il 
serait impossible de les appliquer lun sur l'autre 
exactement, à moins qu'ils ne fussent isosceles. L'éga- 
lité dont 1l s'agit est ce que nous avons déja appelé 
une égalité par symunétrie, et par cette raison nous 
appellerons les triangles ACB, ADB, triangles sym- 
métriques. Le 


PROPOSITION XII. 
THÉORÈME. di 


Deux triangles situés sur la méme sphere, où 
sur des spheres égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu'ils ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB—EF , le côté AC—EG, et l'angle 
BAC—FEG., le VA hr EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD, de la 
même maniere quon superpose deux Me recti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC, c’est-à-dire qu'outre 
les trois parties qui sont supposées égales, on aura le 
côté BC— FG, l'angle ABC —EFG , et l'angle ACB 
—EGE. | 

PROPOSITION XIII. 


THÉORÈME. 


Deux triangles situés sur la méme sphere , ou 
sur des spheres égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l’un de ces triangles peut être placé sur l’autre 
ou sur son symmétrique, comme on le fait dans le cas 
pareïl des triangles rectilignes. Voyez prop. VIF, fiv. E. 


fg.230. 


Ég 290. 


£g. 231. 
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PROPOSITION XIV. 
THÉORÈME. 


St deux triangles situés sur la méme sphere, 
ou sur des spheres égales, sont équilatéraux 
entre eux, ils seront aussi équiangles , et les angles 
égaux seront opposés aux CÔtÉS égaux. 


Cela est manifeste par la proposition xr, où l'on a 
vu qu'avec trois côtés donnés AB, AC, BC, on ne 
peut faire que deux triangles ACB, ABD, différents 
quant à la position des parties, mais égaux quant à 
la grandeur de ces mêmes parties. Donc deux triangles 
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux, ou 
au moins égaux par symmétrie ; dans l’un et l’autre 
cas 1ls sont équiangles , et les angles égaux sont oppo- 
sés aux CÔtés égaux. 


PROPOSITION XV. 


THÉORÈME. 


Dans tout triangle sphérique isoscele les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux ; et récipro- 
quernent, si deux angles d’un triangle sphérique 
sont égaux, le triangle sera isoscele. 

1° Soit le côté AB—AC ; je dis qu’on aura l’angle 
CB : çar si du sommet À au point D, milieu de la 
base, on mene l'arc AD, les deux triangles ABD, 
ADC, auront les trois côtés égaux chacun à chacun; 
savoir, AD commun , BD=— DC, et AB— AC : donc, 
par le théorême précédent, ces triangles auront les 
angles égaux, et on aura B—C. 

2° Soit l'angle B—C ; je dis qu’on aura AC—AB : 
car si le côté AB n'est pas égal à AG, soit AB le plus 
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grand des deux, prenez BO — AC, et joignez OC. 
Les deux côtés BO, BC, sont égaux aux deux AC, BC ; 


l’angle compris par les premiers OBC est égal à lénele 


compris par les seconds ACB. Donc les date triangles 
BOC, ACB, ont les autres parties! égales “, et on a 
l'angle OCB — ABC : mais l'angle ABC, par hypothese, 
—ACB; donc on aurait OCB— ACB, ce qui-est im- 
possible ; donc on ne peut supposer AB différent de 
AC; donc les côtés AB, AC , opposés aux angles égaux 
B et C, sont égaux. 

Scholie. La même démonstration prouve que l’ang 
BAD—DAC , et que l'angle BDA—ADC. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc l’arc mené du som- 
met d’un triangle phérique isoscele au milieu de sa base 
est perpendiculaire à cette base ; ec divise l'angle du 
sommet en deux parties égales. 


PROPOSITION XVI. ’ 
THÉORÈME. 

Dans un triangle sphérique ABC, si l'angle À 
est plus grand que l'angle B, le côté BC opposé 
a l'angle À sera plus grand que le côté AC op- 
posé à l'angle B; ; réciproquermnent, si le côté BC 


est plus grand que CA , l'angle À sera plus grand 


que l'angle B. ou 

1° Soit l’angle A > B, faites l'angle BAD—B, vous 
aurez AD— DB *: mais AD + DC est plus ud que 
AC ; à la place de AD mettant DB, on aura DB + DC 
ou BC > AC. 

2° Si on suppose BC > AC: je dis que l'angle BAC 
sera plus grand que ABC : car, si BAC était égal à 
ABC ,on aurait BC— AC ; et si on avait BAC pb 
ils on ei , par ce qui vient d’être démontré, qu’on 
a BC<AC; ce qui est contre la supposition. Donc 
l'angle BAC est plus grand que ABC, 


fig. 23a, 


RAILS 


à 
fig. 233. 
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PROPOSITION XVII. 


THÉORÈME. 


VAE 


St les deux côtés AB, AC, du triangle sphé- 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
.du triangle DEF tracé sur une sphere égale, si 
en même temps l'angle À est plus grand que 
l'angle D, je dis que le troisieme côté BC du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisieme 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
de la prop. x, livre r. ; 

PROPOSITION XVIII. 


THÉOCRÈÊME. 


St deux triangles tracés sur la méme sphere 
ou sur des spheres égales sont équiangles entre 


. ceux, Üs seront aussi équilatéraux. 


* 


10. 


IO, 


Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 
les triangles À et B, les côtés seront égaux dans les po- 
laires P et Q”: mais de ce que les triangles P et Q sont 
équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu'ils sont aussi 
équiangles * ; enfin, de ce que les angles sont égaux 
dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les côtés sont 
égaux dans leurs polaires À et B. Donc les triangles 
équiangles À et B sont en même temps équilatéraux 


° entre eux. 


On peut encore démontrer la même proposition sans 
le secours des triangles polaires de la maniere suivante. 

Soient ABC, DEF, deux triangles équiangles entre 
eux , de sorte qu'on ait AD, B—E, C—F; je dis 
qu’on aura le côté AB=DE, AC=—DF, BC— EF. 
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Sur le prolongement des côtés AB, AC À a dé AG 
—DE, et AH—DF ; joignez GH et proléEtz: les arcs 
BC, GH , jusqu’à ce qu'ils se rencontrent en I et K, 

Les deux côtés AG, AH, sont par construction 
égaux aux deux DF, DE ; l'angle compris GAH—BAC 
—EDF ; donc * les triangles AGH, DEF, sont égaux 
dans toutes leurs parties, donc l’angle AGH —DEF 
—ABC, et l'angle AHG—DFE— ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG., le côté BG est corf- 
mun, l'angle IGB—GBK ; et puisque IGB + BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK + IBG, il s'ensuit 
qué BGK—1IBG. Donc les triangles IBG , GBK , sont 
égaux *, donc IG—BK., et IB—GK. 

Pareillement , de ce que l’angle AHG—ACB, on 
conclura que lés H'AURIES ICH , HCK., ont un côté ou 
adjacent à deux angies égaux ; Hong ils sont égaux ; 
donc IH—CK , et HK—IC. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les 
égales CK , IF, les restes BC, GH, seront égaux. D’ail- 
leurs l'angle BCA—AHG, et l’angle ABC—AGH. 
Donc les triangles ABC, AHG:, ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle AHG ; donc il est égal aussi au triangle 
ABC, et on aura AB—DE, AC—DF, BC—EF ; 


donc, si deux triangles sphériques sont équiangles 


entre eux, les côtés opposés aux angles écaux seront 


égaux. 
Scholie. Cette proposition n’a pas lieu dans les 


triangles rectilignes , où de l'égalité des angles on ne. 


peut DT que la bronortionilies des côtés. Mais 
il est aisé de rendre compte de la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rec‘ilignes et 


les triangles sphériques. Dans la proposition présente, 


ainsi que dans les prop. x113 xx, XIV et xvIr, où 
il s'agit de la comparaison des triangles, il est dit 


de < 


MITA: 


*\13: 


Fu) 


10. 
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expressément que ces triangles sont tracés sur la 
même sphere ou sur des spheres égales. Or les ares 
semblables sont proportionnels aux rayons ; donc, 
sur des spheres égales, deux triangles ne peuvent 
être semblahles sans être égaux. Il nest donc pas 
surprenant que l'égalité des angles entraîne l'égalité 
des côtés. 


Il en serait autrement si les triangles étaient traces 


sur des spheres inégales; alors les angles étant égaux, 
les triangles seraient semblables , et les côtés homo- 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
spheres. | 


PROPOSITION XIX. 
ER APR 


La somme des angles de tout triangle sphé- 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux angles droits. 

Car 1° chaque angle d'un triangle sphérique ‘est 
moindre que deux angles droits (voyez le scholie ci- 
apres); donc la somme des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

2° La mesure de chaque angle d’un triangle sphé- 
rique est égale à la demi-circonférence moins le côté 
correspondant du triangle polaire”; donc la somme 
des trois angles a pour mesure trois demi-circonfé- 
rences inoins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette derniere somme est plus petite qu'une cir- 


. conférence * ; donc, en la retranchant de trois demi- 


circonférences, le reste sera plus grand qu'une demi- 
circonférence, qui est la mesure de deux angles 
droits ; donc 2° la somme des trois angles d’un triangle 
sphérique est plus grande que deux angles droits. 
Corotllaire X. La somme des angles d’un triangle 
sphérique n'est pas constante comme celle des tri- 


Fe 
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angles rectilignes ; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu'à six, sans pouvoir être égale à l'une ni à l’autre 
limite. Ainsijgdeux angles donnés ne font pas connaître 
le troisieme. 

Corollaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles 
obtus. 

S1 le triangle ABC est 2i-rectangle, c'est-à-dire 
s'il a deux angles droits B et GC, le sommet A sera le 
pôle de la base BC*; et les côtés AB, AC, seront des 
quadrants. 

Si en outre l'angle A est droit , le triangle ABC sera 
tri-rectangle, ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri-rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphere ; c'est ce que l’on 
voit par la fig. 236 , en supposant l’arc MN égal à un 
quadrant. 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré- 
cede, et conformément à la définit. vr, que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi - circonférence ; alors il s'ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles droits: 
car, si le côté AB est moindre que ia demi-circonfé- 
rence, ainsi que AC, ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
ABC, CBD, pris ensemble, valent deux angles droits; 
donc d'anplé ABC tout ul est moindre que deux 

angles FRA 

Nous observerons cependant qu'il existe des trian- 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grands 
que la demi-circonférence , et certains angles plus 
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AC en une circonférence entiere ACE, ce qui 
reste, en retranchant de la demi-sphere le triangle 
ABC, est un nouveau triangle, quon peut désigner 
aussi par ABC, et dont les côtés sont-AB, BC, AEDC: 


fig. 232. 


* 6. 


fig. 224. 


fig. 236. 
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On voit donc que le côté AEDC est plus grand que la 
dem tro lérenée AED ; mais en même temps l’an- 
ole opposé en B Rue deux angles droits de la 
quantité CBD. 

Au reste si oh a exclu de la définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c’est que 
leur résolution ou la détermination de leurs parties 
se réduit toujours à celle des triangles renfermés dans 
la définition. En effet on voit aisément que si on 
connaît les angles et les côtés du triangle ABC, on 
connaitra immédiatement les angles .et les côtés du 
triangle de même nom qui est le reste dela demi-sphere. 


PROPOSITION XX. 
THÉORÉME. 


Le fuseau AMBNA est à la surface de la sphere 
comme l'angle MAN de ce fuseau est à quatre 
angles droits, ou comme l’arc MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. À 

Supposons d’abord que l’arc MN soit à la circon- 
férence MNPQ dans un rapport rationnel, par exem- 
ple, comme 5 est à 48. On divisera la circonférence 


MNPQ en 43 parties égales, dont MN contiendra 5 ; 


joignant ensuite le pôle À et les points de DE 


par autant de quarts de circonférence on aura 48 tri- 
angles dans la demi-sphere AMN PQ. lesquels seront 
tous égaux entre eux, puisquils auront toutes leurs 
parties égales. La sphere entiere contiendra donc 96 
de ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA en con- 
tiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphere comme 10 
est à 66, ou comme b est à 48, c'est-à-dire comme 
l'arc MN est à la circonférence. 

Si l'arc MN n'est pas commensurable avec e CIT= 
conférence , on prouvera par le même raisonnement 
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dont on a déja vu beaucoup d'exemples, que le fuseau 
est toujours à la sphere comme l'arc MN est à la cir- 
con Réel | 

Corollaire 1. Deux fuseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

Corollaire II. On a déja vu que la surface entiere 
de la sphere est égale à huit triangles tri-rectangles * ; 
donc, si l'aire d'un de ces triangles est prise pour 
l'unité, la surface de la sphere sera représentée par 8. 
Cela posé , la surface du fuseau dont l'angle est À sera 
exprimée par 2À (si toutefois l'angle À est évalué 
en prenant l'angle droit pour unité) ; car on a 2A:8 
:: A:4. Il y à donc ici deux unités différentes ; l’une 
pour les angles, c'est l'angle droit ; l'autre pour les 
surfaces, c’est le triangle sphérique tri-rectangle, ou 
celui dont tous les angles sont droits, et les côtés des 
quarts de circonférence. 

Scholie. L’onglet sphérique compris par les plans 
AMB; ANB, est au solide entier de la sphere comme 
l'angle À est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux, les onglets sphériques seront. pareille- 
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
eux comme les angles formés par les plans qui les 
comprennent. 


PROPOSITION XXI. 


THEOREME. 


Deux triangles sphériques symmétriques sont 
égaux en surface. 

Soient ABC, DEF deux triangles symmétriques, 
c'est-à-dire, deux triangles qui ont les côtés égaux, AB 
— DE, AC—DF, CB—EF, et qui cependant ne 
pourraient être superposés ; je dis que la surface ABC 
est égale à la surface DEF. 


IQ) 


fig. 237. 
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ÿ 
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Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par le 
trois pores A,B,C (x); de ce point soient menés les 
arcs égaux * PA, PB, PC ; au point F faites l'angle 
DFQ-—-ACP , are FQ—CP, et joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF, FQ , sont écaux aux côtés AC, CP, 
l'angle DFQ—ACE ; donc les deux triangles DFQ, 
ACP , sont égaux dans toutes leurs parties * ; donc 1e 
côté DQ— AP, et l'angle DQF — APC. 

Dans les triangles proposés DFE, ABC, les angles 
DFE, ACB, opposés aux côtés égaux DE, AB, étant 
égaux *, si on en retranche les angles DFQ, ACP, 
égaux par construction, 1l restera l’angle QFE égal à 
PCB. D'ailleurs les côtés QF, FE, sont égaux aux 
côtés PC, CB ; donc les deux triangles FQE, CPB, 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le côté 
QE— PB, et l’angle FQE—CPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ, 
ACP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun, sont 
en mème temps isosceles, on verra qu'ils peuvent s’ap- 
pliquer l'un sur l’autre ; car, ayant placé PA sur son 
égal QF , le côté PC tombera sur son égal QD, et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul: 
donc ils sont égaux, donc la surface DQF — A PC. 
Par une raison semblable la surface FQOE—CPB, et 
la surface DQOE— APB ; donc on a DQF + FQE — 
DQE—APC + CPB—APB ; ou DFE—ABC ; donc 
les deux triangles symmétriques ABC, DEF, sont 
égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC, DEF ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DOF, FOE, DQËE, pour 


(1x) Le cercle qui passe par les trois points À, B, C, ou qui 
est circonscrit au triangle ABC, ne peut être qu’un petit cercle 
de la sphere ; car, si c'était un grand cercle, les trois côtés AB, 
BC, AC, seraient situés dans un même plan, et le triangle ABC 
se réduirait à un de ses côtés. 


% nu 
D 
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en composer le triangle DEF, et pareillement il fau- 
drait ajouter les trois triangles APC. CPB, APB, pour 
en composer le triangle ABC; d’ aleuite . date 
tion et la conclusion seraient HIses les mêmes. 


PROPOSITION XXII. 
» THÉORÈME. 


Së deux grands cercles AOB, COD , se coupent fg.538. 
cornme on voudra dans l’hémisphere AOCBD, 
la somme des triangles opposés AOC, BOD, sera 
égale au fuseau dont l’angle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB, OD, dans l’autre 
hémisphere jusqu’à leur rencontre en N, OBN sera 
une demi-circonférence, ainsi que AOB ; retranchant 
de part et d'autre OB, on aura BN — AC. Par une 
raison semblable on a DN — CO, et BD — AC; donc 
les deux triangles AOC, BDN , ont les trois côtés égaux: 
d’ailleurs leur position est telle qu'ils sont symmétri- 
ques l’un de Pautre; donc ils sont égaux en surface * 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équivalente 
au fuseau OBNDO dont l'angle est BOD. 

Scholie. Il est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOC, 
BOD, prises ensemble , équivalent à Pan plie 
rique dont l’angle est BOD. 


PROPOSITION XXII. 
THÉORÈME. 


La surface d’un triangle sphérique quelconque 
a pour. mesure l'excès de la somme de ses trois 
angles sur deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé ; prolongez ses côtés fig. 239. 


20. 
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jusqu'à ce qu'ils rencontrent le grand cercle DEFG, 
mené comme on voudra hors du triangle. En vertu du 
théorème précédent, les deux triangles ADE, AGH, 
pris ensemble, équivalent au fuseau dont l’angle est 


. A,et qui a pour mesure 2A°: ainsi on aura ADE + 


AGH — 2A; par une raison semblable BGF + BID 
— 2B, CIH + CFE — °C. Mais la somme de ces six 
AE excede la demi-sphere de deux fois le tri- 
angle ABC, d'ailleurs la demi-sphere est représentée 
par 4; doc le double du triangle ABC est égal à 2A 
+ 2B+ 2C0— 4, et par conséquent ABC — À + B 
+G—2; donc tout triangle sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire À. Autant il y aura d’angles droits dans 
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitiemes de sphere 
qui sont l'unité de spr0e Par exemple, si les angles 
sont égaux chacun aux + d'un angle droit, ne les 
trois angles vaudront 4 angles droits, et È triangle 
proposé sera représenté par 4 — 2 ou 2; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de la 
al de la sphere. 


Corollaire IX. Le triangle sphérique ABC est équi- 


A+B+IC 
valent au fuseau dont l'angle est pal nie — 1; de 


même la pyramide sphérique, dont la base, est 
ABC, équivaut à l'onglet sphérique dont l’angle est 
ALB-+C 
2 

Scholie. En mûne temps qu'on compare le triangle 
sphérique ABC au triangle tri-rectangle, la pyra: 
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri-rectangle , et il en résulte là même 
proportion. L’angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même avec l’angle solide au sommet 
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai- 


DSP I. —— 


L'ETR C 


NP .. 
# (EU + k 
d | 
+ 
LIVRE VIL - 22h 


son s'établit par la coïncidence des parties. Or, si 
les bases des pyramides coïncident, il ést évident que 
les pyramides elles-mêmes coincideront, ainsi que 
les angles solides à leur sommet. De là résultent plu- 
sieurs conséquences. ; F 

1° Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
entre elles Comme leurs bases; et, puisqu'une pyra- 
-mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra- 
mides triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
sphériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 


2° Les angles solides au sommet des,mêmes pyra- 
mides sont également dans la proportion des bases ; 
donc, pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques , 1l faut placer leurs sommets au centre de deux 
spheres égales, et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones sphériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L’angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle, qu’on peut appeler angle solide droit, est très- 
propre à servir d'unité de mesure aux autres angles 
solides. Cela posé, le même nombre qui donne l'aire 
d’un polygone sphérique donnera la mesure de l'angle 
solide correspondant. Par exemple, si l'aire du poly- 
gone sphérique est =, c'est-à-dire, s'il est les ? du 
triangle tri-rectangle, l'angle solide correspondant 
sera aussi les & de l’angle solide droit. | 


PROPOSITION XXIV. 
THÉORÈME. 
La surface d’un polygone sphérique a pour 


mesure la somme de ses angles, moins le pro- 
Douz. edit. 15 


fig. 240: 
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duit de deux angles droits par le nombre des 
côtés du polygone moins deux. 

D'un même sommet À soient menées à tous les 
autres sommets les diagonales AC: AD ; le polygone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu'il a . de côtés. Maïs la surface de chaqueitri- 


angle à pou 


les angles des triangles est égale à la somme des angles 
du polygone : donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles diminuée d'autant de fois deux 
angles droits qu’il a de côtés moins deux. 

Scholie. Soit s la somme des angles d’un polygone 
sphérique , #7 le nombre de ses côtés; l’angle droit 
étant supposé l’unité , la surface du polygone aura 
pour mesure 5s— 2 (7—2) ou s— 27 +- 4. 


PROPOSITION XX V. 
THÉORÈME. 


Soit S le nombre des angles solides d'un poltédre, H ‘e 
nombre de ses faces, À le nombre de ses arétes ; je dis qu on 
aura toujours S 4- H— À +0. 


Prenez au-dedans du polyédre un point d’où vous mene- 
rez des lignes droites aux sommets de tous ses angles ; ima- 
ginez ensuite que du même point comme centre on décrive 
une surface sphérique qui soit rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points ; joignez ces points par des arcs 


_ de grands cercles , de maniere à former sur la surface de la 


sphere des polygones correspondants et en même nombre 


avec les faces du polyèdre. Soit ABCDE un de ces polygones : 


et soit z le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — 27 4-4, 
s étant la somme des angles À, B, C, D , E. Si on évalue 
semblablement la surface de chacun des autres polygones 
sphériques , et qu’on les ajoute toutes ensemble , on en con- 
clura que leur somme, ou la surface de la sphere représentée 
par 8, est égale à la somme detous les angles des polygones, 


/ 
CA 


mesure la somme de ses angles moins 
deux angles roits et il est clair que la soufné dettoté 


# 
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moins deux fois le nombre de leurs côtés, plus 4 pris autant 
de fois qu’il y a de faces. Or, comme tous les angles qui 
s’ajustent autour d’un même point À valent quatre angles 
droits , la somme de tous les angles des polygones est égale 
à 4 pris autant de fois qu'il y a d’angles solides ; elle est 
dont égale à 4S. Ensuite le double du nombre des côtés AB, 
BG , CD , etc. est égäl au quadruple dumombre des arêtes 
OU — FA puisque la même arête sert de côté à à deux faces : 


donc on aura 8—4S—/4A + 4H; ou, en Mhénant le quart 


de chaque membre, 2=—S— A +-H; äcue S + H— À + 2. 


Corollaire. 11 suit de là que la somme des angles plans 


qui forment les angles solides d'un polyèdre est égale à au- 


tant de fois quatre angles droits qu’il y a d'unités dans S—, 
S étant le nombre des angles solides du polyédre. 

Car , si on considere une face dont le nombre de côtés 
est z , la somme des angles de cette face sera 22—4 angles 
droits*. Mais la somme de tous les 22, ou le double du nom- 
bre des côtés de toutes les faces ,—4A , et 4 pris autant de 
fois qu’il y a de faces — 4H ; äonc la somme des angles de 
toutes les faces — 4A — 4H. Or, par le théorême qu’on vient 
de démontrer, on aA—H=—S—2, et par conséquent 4A 
— 4H —7% (S—2). Donc la somme des angles plans , etc. 


PROPOSITION XX VI. 


THÉORÈME. 


De tous les triangles sphériques formés avec deux cétés 
donnés CB , CA , et un troisieme à volonté, le plus grand 
ABC est celui dans lequel l'angle C , compris par les côtés 
donnés , est égal à la somme des deux autres angles À et B. 

Prolongez les deux côtés AC, AB. jusqu’à leur rencontre 
en D, vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l’angle DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
angles BDC, BCD : car BCD +- BCA étant égal à deux 
angles droits, ainsi que CBA +-CBD , on a BCD + BCA — 
CBA +-CBD ; ajoutant de part et d’autre BDC—BAC, on 
aura BCD +- BCA +- BDC — CBA +-CBD + BAC. Or, par 
Mr BCA—CBA + BAC; donc CBD — BCD -+- BDC. 


15. 
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Menez BI qui fasse l'angle CBI — BCD , et par suite IBD 
— BDC;les deux triangles IBC , IBD , seront isosceles , et on 
aura IC—1B — ID. Donc le point I, milieu de DC, est à 
égale distance des trois points B, C, D : par une raison sem- 
blable le point O, milieu de AB, sera également dstant 
des trois points À, B, C. 

Soit maintenant CA'—CA et l'angle BCA! > BCA ; si l’on | 
joint A'B, et « quo 
leurrencontre ou), l'arc D'CA' sera une ae donfératte 
ainsi que DCA ; done puisqu'on a CA/—CA, on aura aussi 
CD'— CD. Mais dans le triangle CID’, on a CI +HID'>CD'; 
donc ID'>CD—CT, ou ID'>ID. * 

Dans le triangle isoscele CIB divisons l’angle du sommet 
en deux également par l'arc EIF qui sera perpendiculaire 
sur le milieu de BC. Si on prend un point LentreIet E, la 
distance BL, égale à LC, sera moindre que BT ; ce r on peut 
démontrer , comme dans la prop. ix, iv. 1, qu'on a BL+ 
LC<BI+-IC; donc en prenant les moitiés de part et d’autre, 
on aura BL < BI. Mais dans le triangle D'LC on a D'L > D'C 
— CL, et à plus forte raison D'L > DC—CI, ou D'L>DI, 
ou D'L >BI; donc D'L > BL. Donc si on cherche sur l’arc 
EIF un point également distant des trois points B, C, D', 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
EI vers F. Soit [le point cherché, en sorte qu'on ait D’ I’ 
— BI'— CL; les triangles l'CB , I'CD’/, I'BD’, étant isosceles, 
on aura les angles égaux I'BC— TCB, l'BD'=—T'D'B, l'CD’ 
—l'D'C. Mais les angles D'BC+-CBA' valent deux angles 
droits , ainsi que D’CB +- BCA' ; donc 

D'BI'+- I'BC +- CBA'— 2, 
BCI'— T'CD'+- BCA'— 2. 

Ajoutant les deux sommes et observant qu’on a l'BC—BCL1' 
et D'BI'—1'CD'= BD'T—T'D'C = CD'B—CA'B, on aura 
21" BC +- CA'B +-CBA'+-BCA'—14. 

Donc CA'B + CBA'-+-BCA'— 2 ( mesure de l’aire du trian- 
gle ABC) — 2— 2['BC; de sorte qu’on a aire A'BC — 9 — 
2 angle V'BC ; semblablement dans le triangle ABC , on au- 
rait aire ABC — 2 — 2 angle IBC. Or, on a démontré-que 

l'angle T'BC est plus grand que IBC ; done l’aire A'BC est 
plus petite que ABC. 


on prolonge les ares A'C, A'B, jusqu'à nm. 
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La même démonstration et la même conclusion auraient 

lieu, si, en prenant toujours l’are CA' —CA, on faisait 

l’angle BCA' < BCA ; donc ABC est le triangle le plus grand 

entre tous ceux qui ont deux côtés donnés et le troisième à 
volonté. 


Schkolie I. Le triangle ABC, le plus grand entre tous ceux 
qui ont deux côtés donnés CA, CB, peut être inscrit dans 
un demi-cercle dont la corde Eu troisième. côté AB sera le 


» diametre; car O étant le milieu de AB, a que les dis- 


tances 0€, OB, sont égales; donc la circonférence de petit 
cercle décrite du point O comme pole et de l'intervalle OB 
passera par les trois points À, B, C. Deplus la ligne droite 
BA est un diametre de ce petit cercle car Le centre qui doit 
se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de l’arc de grand cercle* BOA , se trouvera nécessai- 
rement dans l’intersection de ces deux plans qui est la droite 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

IT. Dans le triangle ABC, l'angle C étant égal à la somme 
des deux autres À et B, il s'ensuit que la somme des trois 


angles est double de l'angle C. Mais cette somme est tou- 


jours plus grande que deux angles droits * ; donc l’angle C 
est plus grand qu’un droit. 

LIL. Si l’on prolonge les côtés CB, CA, jusqu’à leur ren- 
contre en E, le triangle BAE sera égal au quart de la surface 
de la sphere. Car l'angle E—C—ABC-+CAB; donc les 
trois angles du triangle BAE équivalent aux quatre ABC, 
ABE, CAB , BAE dont la somme est égale à quatre angles 
droits; donc la surface dü triangle BAE*—/ 20 
qui est le quart de la surface de la sphere. 

IV. Il n’y aurait pas lieu à maximum, si la somme des deux 
côtés donnés CA, CB, était égale ou plus grande que la 
demi-circonférence d’un grand cercie. Car puisque le trian- 
gle ABC doit être inscrit dans un demi-cercle de la sphere, 
la somme des deux côtés CA, CB, sera moindre que la 
demi-circonférence BCA*, et par conséquent moindre que la 
demi-circonférence d’un grand cercle. 

La raison pourquoi il n’y a pas de rraximum, lorsque la 
somme des deux côtés donnés est plus grande que la demi- 
circonférence d'un grand cercle, c’est qu’alors le triangle 


fig. 273. 
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augmente de plus en plus à mesure que l’angle compris par 
les côtés donnés est plus grand; enfin , lorsque cet angle sera 
égal à deux droits, les trois côtés seront dans un même 
plan, et formeront une circonférence entiere ; le triangle 


sphérique deviendra donc égal à la demi- sphere , maïs il 
cessera alors d’être triangle. 


PROPOSITION XX VII. 
THÉORÈME. 


De tous les triangles sphériques formés avec un côté donné 
et un périmetre donné, le plus grand est celui dans lequel 
les deux côtés non déterminés sont égaux. 

Soit AB le côté donné commun aux deux triangles ACB, 
ADB , et soit AC+-CB — AD + DB; je dis que le triangle 
isoscele ACB , dans lequel AC — CB, est plus grand que le 
non-isoscele ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit 
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC. 
L'angle CBA égal à CAB , est plus grand que OAB ; ainsi 
le côté AO est plus grand que OB* ; prenez OI —OB, faites 
OK = OD , et joignez KT; le triangle OKI sera égal à DOB*. 
Si on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI 
soit plus petit que OAC, il faudra qu'il soit égal ou plus 
grand ; dans l’un et l’autre cas, puisque le point I est entre 
les points À et O, il faudra que le point K soit sur OC pro- 
Jongé , sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le 
triangle CAO , et par conséquent plus petit. Cela posé, le 
plus court chemin de € en A étant CA , on a CK +-KI +- 
IA > CA. Mais CK — OD— CO, AI AO —OB,KI—BD; 
donc OD-—CO-+AO—OB-+-BD > CA, et en réduisant AD 
—CB+-BD > CA, ou AD +-BD > AC+-CB. Or cette iné- 
galité est contraire à l'hypothese AD + BD — AC -+ CB, 
donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de OC; 
donc il tombe entre O et C, et par conséquent le triangle 
KOT , ou son égal ODB , est plus petit que ACO ; donc le 
triangle ibostele ACB est plus grand quele non- isoscele ADB 
de même base et de même périmetre. 

Schole. Ces deux dernieres propositions sont analouges 


cod 
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aux propositions 1 et 111 de l’appendice,au Liv. 1v ; ainsi on 
peut en tirer, par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectilignes. 
Voici les principales : 
1° De tous les polygones sphériques isopérimetres et d’un 
méme nombre de côtés, le plus grand est un polygone équi- 
latéral. 


Même démonstration que pour la ou Il de l’appendice 
au livre IV. #; 

2° De tous les polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté , le plus grand est celui qu’on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diametre. 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI, comme 
on l’a vu dans la prop. IV de l’appendice cité; il faut pour 
l'existence du maximum , que la somme des côtés donnés 
soit moindre que la demi-circonférence d’un grand cercle. 

3° Le plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés , est celuz qu’on peut inscrire dans un cercle 
de la sphere. 

Même démonstration que pour la prop. VI de l’appendice 
au livre IV. 

4° Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
méme périmetre et le méme nombre de côtés , est celur qui 
a ses angles égaux et ses côtés égaux. 

C'est ce qui résulte des corollaires 1 et 3 qui précèdent. 


Nota. Toutes les propositions de maximum concernant 
les polygones sphériques s'appliquent aux angles solides 
dont ces polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VIeær VII. 
LES POLYEDRES RÉGULIERS. 


PROPOSITION PREMIERE. 


THÉORÈME. 


L L ne peut ÿ avoir que cinq polyédres réguliers. 

‘Car on a défini polyédres réguliers ceux dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux, et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne peu- 
vent avoir lieu que dans un petit nombre de cas. 

1° Si les faces sont des triangles équilatéraux , on peut 
former chaque angle solide du polyèdre avec trois angles 
de ces triangles , ou avec quatre, ou avec cinq : de là naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre, l’octaèdre , et 
l’icosaèdre. On n’en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits, et ne pere former 

dense solide”. 

2° Si les faces sont des quarrés, on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; ét de là résulte l’hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et 
ne peuvent former d'angle solide. 

3° Enfin, si les faces sont des pentagones réguliers, on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois, et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car troïs angles d’hexagones 
réguliers valent quat:e angles droits , et trois d’heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyedres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec des pentagones. 

Scholie. On va prouver dans la praposition suivante que: 
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ces cinq polyèdres existent réellement, et qu’on peut en 
déterminer toutes les dimensions lorsqu'on connaît une de 
leurs faces. 


PROPOSITION Il. 


PROBLÈME. 


Etant donnée l’une des faces d’un polyedre régulier, ou 
seulement son côté, construire le polyédre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus suc- 
cessivement. # 
Construction du tétraëdre. 


Soit ABC le triangle équilatéral qui doit étre une des faces 
du tétraèdre ; au point O, centre de ce triangle élevez OS 
perpendiculaire au plan ABC; terminez cette perpendiculaire 
au point S, de sorte que AS— AB; joignez SB, SC, et la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause des distances égales OA , OB, OC, les  obli- 
ques SA, SB, SC, s’écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L’une d’elles SA — AB ; donc les 
quatre faces de la pyramide SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné ABC. D'ailleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entre eux, puisqu'ils sont formés cha- 
cun avec trois angles plans égaux ; donc cette pyramide est 
un tétraëdre régulier. 


Construction de l’hexaëdre. 


Soit ABCD un quarré donné: sur la base ABCD construi- 
sez un prisme droit dont la hauteur AL soit égale au côté 
AB. Il est clair que les faces de ce prisme sont des quarrés 
égaux , et que ses angles solides sont égaux entre eux corame 
étant formés chacun avec trois angles droits ; donc ce prisme 
est un hexaëèdre régulier ou cube. 


Construction de l’octaëédre. 


. Soit AMB un triangle équilatéral donné : sur le côté AB 
décrivez le quarré ABCD ; au point O, centre de ce quarré, 
élevez sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part 
et d'autre en T et S, de maniere que OT — OS — AO; 


fig. 243, 


fig. 244. 


fig. 245. 


fig. 246. 
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joignez ensuite SA, SB, TA, etc. , vous aurez un solide 
SABCDT , composé de deux pyramides quadrangulaires 
SABCD, TABCD, adossées par leur base commune ABCD 
ce solide sera l’octaèdre régulier demandé. 

En effet, le triangle AOS estrectangle en O , ainsi que le 
triangle AOD ; les côtés AO, OS, OD, sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux, donc AS — AD. On démontrera 
de mème que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS 
COT , etc. , sont égaux au triangle AOD ; donc tous les 
côtés AB, AS, AT, etc. sont égaux entre eux , et par con- 
séquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles 
égaux au triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que 
les angles solides du polyèdre sont égaux entre eux : par 
exemple , l’angle S est égal à l’angle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au Role 
DAC , et qu'ainsi l’angle ASC est droit; donc la figure 
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais si on com- 
pare la pyramide BASCT à la pyramide SABCD , la base 
ASCT de la premiere peut se placer sur la base ABCD de la 
seconde ; alors le point O étant un centre commun, la hau- 
teur OB de la premiere coïncidera avec la hauteur OS de la 
seconde, et les deux pyramides se confondront en une seule; 
donc l’angle solide S est égal à l’angle solide B; donc le so- 
lide SABCDT est un octaèdre régulier. 

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD , ST, sont per- 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de ces droites seront les sommets d’un octaèdre 
régulier. 

Construction du dodécaëdre. 


Soit ABCDE un pentagone régulier donné ; soient ABP, 
CBP , deux angles plans égaux à l’angle ABC : avec ces angles 
plans formez l’angle solide B, et déterminez par la propo- 
sition xx1v, livre v, l’inclinaison mutuelle de deux de ces 
plans , inclinaison que j'appelle K. Formez semblablement 
aux points C, D, E, À, des angles solides égaux à l’angle 
solide B , et situés de la même maniere : le plan CBP sera le 
même avec le plan BCG, puisqu'ils sont inclinés l’un et 
l’autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut 
donc dans le plan, PBCG décrire le pentagone BCGFP égal 


« 
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au pentagone ABCDE,. Si on fait de même dans chacun des 
autres plans CDI , DEL , etc. , on aura une surface convexe 
PFGH , etc. composée de six pentagones réguliers égaux et 
inclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pfgh , etc. une seconde surface égale à PFGH , etc. , je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de maniere à 


ne former qu’une seule surface convexe continue. En effet 


l'angle opf', par exemple, peut se joindre aux deux angles 
OPB, BPF, pour faire un angle solide P égal à l’angle B; et 
dans cette jonction il ne sera rien changé à l’inclinaison des 
plans BPF, BPO, puisque cette inclinaison est telle qu'il le 
faut pour la formation de l’angle solide. Mais en même temps. 
que l'angle solide P se forme, le côté pfs’appliquera sur son 
égal PF, et au point F se trouveront réunis trois angles 
plans PFG, pfe, efg, qui formeront un angle solide égal à 
chacun des angles déja formés ; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l’état de l'angle P, ni à celui de la surface 
efgh , etc. ; car les plans PFG, efp, déja réunis en P, ont 
entre eux l’inclinaison convenable K, ainsi que les plans 
efg, efp. Continuant ainsi de proche en proche, on voit 
que les deux surfaces s’ajusteront mutuellement l’une avec 
l’autre, pour ne former qu’une seule surface continue et ren- 
trante sur elle-même : cette surface sera celle d’un dodé- 
caèdre régulier , puisqu'elle est composée de douze penta- 


gùs 


gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont’e 


égaux entre eux. 
Construction de l’icosaedre. 


Soit ABC une de ses faces ; il faut d’abord former un 
angle solide avec cinq plans égaux au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sur le 
côté B'C!, égal à BC, faites le pentagone régvlier B'C'H'T'D'; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi- 
culaire , que vous terminerez en À/ de manicre que B' A — 
B'C'; joignez A'C', A’H', A’I', A’D’, et l’angle solide A’, 
formé par les cinq plans B'A'C', C'A'H', etc., sera l’angle 
solide requis. Car les obliques A'B', A’C', etc. sont égales, 
et l’une d'elles AB" est égale au côté B'C'; donc tous les 
triangles B'A'C', C'A'H', etc. sont égaux entre eux et ak 
triangle donné ABC, 


fig.249, 


… 
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IL est visible d’ailleurs que les plans B'A/C’, C'A'H', etc. 
sont également inclinés chacun sur son adjacent ; car les 
angles solides B', C’, etc. sont égaux entre eux , puisqu'ils 
sont formés chacun avec deux angles de triangles équilaté- 
raux et un de pentagone régulier. Appelons K l’inclinaisôn 
des deux plans où sont les angles égaux, inclinaison qu'on 
-peut déterminer par la proposition xxrv, liv. v; l’angle K 
sera en même temps l’inclinaison de chacun des plans qui 
composent l’angle solide A’ sur son adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A, B,C, des angles solides 
égaux chacun à l'angle A! , on aura une surface convexe 
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéraux , dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K; et les 
angles D,E,F, etc. de son contour réuniront alternative- 
ment trois et Geux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
nez une seconde surface égale à la surface DEFG , etc. ; ces 
deux surfaces pourront s’adapter mutuellement , en joignant 
chaque angle triple de l’une à un angle double de l’autre; 
et, comme les plans de ces angles ont déja entre eux l’incli- 
naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 
égal à l'angle À , il ne sera rien changé dans cette jonction à 
l’état de chaque surface en particulier , et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue , composée de vingt 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de l’icosaèdre 
régulier, puisque d’ailleurs tous les angles solides sont 
égaux entire eux. 


PROPOSITION III. 
PROBLÈME. 


Trouver l’inclinaison de deux faces adjacentes d’un po- 
lyédre régulier. 
Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construc-. 
tion qui vient d’être donnée des cinq polyèdres réguliers ; à 
quoi il faut ajouter la proposition xxiv, liv. v, par laquelle 
étant donnés lés trois angles plans qui forment ‘un-angle 
solide , on détermine l’angle que deux de ces plans font 
entre eux. de 


Dans le tétraèdre. Chaque angle solide est formé de trois 
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angles de triangles équilatéraux : 1l faut donc chercher par 
lé problême cité l'angle que deux de ces plans font entre 
eux , cet angle sera l’inclinaison de deux faces adjacentes 
du tétraèdre. 

Dans l’hexaëdre. L’angle de deux faces adjacentes est un 
angle droit. 

Dans l’octaëdre. Formez un angle solide avec deux an- 
gles de triangles équilatéraux et un angle droit; l’inclinai- 
son des deux plans où sont les angles des triangles sera 
celle de deux faces adjacentes de l’octaëdre. 

Dans le dodécaëdre. Chaque angle solide est formé avec 
trois angles de pentagones réguliers; ainsi l’inclinaison des 
plans de deux de ces angles sera celle de deux faces adja- 
centes du dodécaèdre. 

Dans l’icosaedre. Formez un angle solide avec deux an- 
gles de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré- 
gulier , l’inclinaison des deux plans où sont les angles des 
triangles sera celle de deux faces adjacentes de l’icosaèdre. 


PROPOSITION IV. 


PROBLÈME. 


Etant donné le côté d’un polyedre régulier , trouver le 
raÿon de la sphere inscrite et cclut de la sphere cércon- 
scrite au polyedre. 

Il faut d’abord démontrer que tout ARTS régulier peut 
être inscrit dans la sphere, et qu’il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté commun à deux faces adjacentes ; soient 
CetE les centres de ces deux faces ; et CD, ED, les perpendi- 
culaires abaissées de ces centres sur le côté commun AB, 
lesquelles tomberont au point D, milieu de ce côté. Les deux 
perpendiculaires CD , DE, font entre elles un angle connu, 
qui est égal à l’inclinaison de deux faces adjacentes, déter- 
minée par le problème précédent. Or si, dans le plan CDE, 
perpendiculaire à AB, on mene sur CD et ED les perpendi- 
culaires indéfinies CO et EO, qui se rencontrent en O, je 
dis que le point O sera le centre de la sphere inscrite et 
celui de la sphère circonscrite ; le rayon de la premiere 
étant OC , et celui de la seconde OA. 


fig. 246. 


, fig. 247. 


fig. 248. 
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En effet, puisque les apothèmes CD , DE, sont égales, et 
lhypoténuse DO commune, le triangle rectangle CDO est 
égal au triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC 
est égale à la perpendiculaire OE. Mais AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE, le plan ABC est perpendiculaire à 


. CDE*, ou CDE à ABC ; d’ailleurs CO , dans le plan CDE, 


est perpendiculaire à CD , intersection commune des plans 


- CDE, ABC; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC. 


Par la même raison EO est perpendiculaire au plan ABE ; 
donc les deux perpendiculaires CO , EO , menées aux plans 
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces, se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres faces 
adjacentes quelconques , l’apothême CD restera toujours de 
la même grandeur , ainsi que l’angle CDO, moitié de CDE; 
donc le triangle rectangle CDO et son côté CO seront égaux 
pour toutes les faces du polyèdre ; donc, si du point O 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphere, cette 
sphere touchera toutes les faces du polyèdre dans leurs 
centres (car les plans ABC, ABE , seront perpendiculaires 
à l’extrémité d’un rayon), et la sphere sera inscrite dans le 
polyèdre , ou le polyèdre circonscrit à la sphere. 

Joignez OA , OB; à cause de CA — CB, les deux obliques 
OA, OB, s’écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d’un même côté; 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles; donc si du 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face sphérique , cette surface passera par les sommets de 
tous les angles solides du polyèdre, et la sphere sera cir- 
conscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphere. 

Cela posé, la solution du problème proposé n’a plus au- 
cune difficulté, et peut s’effectuer ainsi : 

Étant donné le côté d’une face du polyèdre, décrivez 
cette face, et soit CD son apothème. Cherchez par le pro- 
blème précédent l’inclinaison de deux faces adjacentes du 
polyèdre , et faites l’angle CDE égal à cette inclinaison. 
Prenez DE égale à CD , menez CO et EOmperpendiculaires 
à CD et ED; ces deux perpendiculaires se rencontreron 
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en un point O, et CO sera le rayon de la sphere inscrite 
dans le polyèdre 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon 
du cercle circonscrit à une face du polyèdre, et OA sera 
le rayon de la sphere circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fig. 249, 
sont égaux aux triangles de même nom dans la figure 248 : 
ainsi, tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in- 
scrit et circonscrit à une face du polyèdre, OC et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
lyèdre. 

Scholie. On peut tirer des propositions précédentes plu- 
sieurs conséquences. 

1° Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
pyramides régulieres que le polyèdre a de faces : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui 
est en même temps celui des spheres inscrite et circonscrite. 

2° La solidité d’un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphere inscrite. 

3° Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 
ides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro- 
portionnelles; donc les rayons des spheres inscrites ou cir- 
conscrites sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4° Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphere, 
les plans menés du centre le long des différents côtés par- 
tageront la surface de la sphere en autant de polygones 
sphériques égaux et semblables que le polyèdre a de faces. 
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LES TROIS CORPS RONDS. 


DÉFINITIONS. 


fig. 250. L. O x appelle cylindre le solide produit par la révo- 


fig. 257. 


lution d'un rectangle ABCD, quon imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement les côtés AD, BC, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DHP, CGQ, qu'on appelle les 
bases du cylindre, et le côté CD en décrit /a surface 
convexe. 

La ligne immobile AB s'appelle l'axe du cylindre. 

Toute section KLM , faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l'axe, est. un cercle égal à chacune 
des bases : car pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à 
AB, décrit un plan circulaire égal à la base, et ce 
plan n’est autre chose ‘que la section faite perpendi- 
culairement à l’axe au point I. 

Toutes section PQGH, faite suivant l'axe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABCD. 

IT. On appelle cône le solide produit par la révo- 
lution du triangle rectangle SAB, qu'on imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDCE,, qu’on appelle /a base du cône, et l'hy- 
poténuse SB en décrit la surface convexe. 

Le point $S s'appelle /e sommet du cône, SA late 
ou la hauteur, et SB le côté ou l’apothéme. 

Toute section HKFT, faite perpendiculairement à 
l'axe, est un cercle; toute section SDE, faite sui- 


- 
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vant l'axe, est un triangle isoscele double du triangle 
générateur SAB. 

III. Si du cône SCDB on retranche, par une sec- 
tion parallele à la base, le cône SFKH, le solide res- 
tant CBHF s’appelle cône tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu'il est décrit par la révolution 
du trapeze ABHG , dont fes angles À et G sont droits, 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
l’uxe ou la hauteur du tronc, les cercles BDC,HFK,, 
en sont les bases, et BH en est le côte. - 

IV. Deux Re ou deux cônes sont es 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diametres 
de leurs bases. 

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base à un 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 
la base ABCDE on élève un prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit zrscrit dans le 
cylindre, ou le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF, BG, CH, etc. du 
prisme, étant perpendiculaires au plan de la base, 
sont comprises dans la surface convexe du cylindre ; 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces 
arêtes. * 

VI. Pareïllement, si ABCD est un polygone circon- 
scrit à la base d’un cylindre, et que sur HN di ABCD 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit circonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, N, etc. les points de contact des côtés 
AB, BC, etc. et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plan de la 
base; il est clair que ces perpendiculaires seront à-la- 
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme 
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 


N. B. Le cylindre, le cône, et la sphere, sont les trois eorps ronds 
dont on s’oceupe dans les éléments. 
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Lemmes préliminaires sur les surfaces. 


{ 


Une surface plane OABCD est plus petite que 
toute autre surface PABCD , terminée au méme 
contour ABCD. 


Cette proposition est assez évidente pour être ran- 
gée au nombre des axiomes; car on pourrait suppo- 
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne 
droite ést parmi les lignes : la ligne droite est la plus 
courte entre deux points donnés, de même le plan 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependañt comme il convient de 
réduire les axiomes au plus pétit nombre possible, 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute 
sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longuéur et en 
largeur, on né peut concévoir qu'une surface soit 
plus grande qu'une autrè, à moins que les dimensions 
de la nremieré n’excedent dans quelques sens celles 
de la seconde ; ét s’il arrive que lés dimensions d’une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d’une autre surface, il est évident que la pre- 
mieré surfe séra la plus petite des deux. Or, dans 
quelque sehs qu'on fasse passer lèplan BPD , qui cou- 
pera la surfacé plane suivant BD, et Y'a bére surface 
suivant BPD, la ligne droite BD sera toujours plus 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est 


plus PPT que la surface environnanté PABCD. 


| IL. 
Toute surface convexe OABCD est moindre 


qu'une autre surface quelconque qui enveloppe- 


rait la premiere en s appuyant sur le méme con- 
tour ABCD. 


à di 
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Nous répéterons ici que nous entendons par sur- 
face convexe une surface qui ne peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points : et ce- 
pendant 1l est possible qu'une ligne droite s'applique 
exactement dans un certain sens sur une surface 
convexe ; on en voit des exemples dans lés surfaces 
du cône et du cylindre. Nous observerons!aussi que 


la dénomination de surface convexe n'est pas bornée: 


aux seules surfaces courbes ; elle comprend les sur: 
faces polyédrales ou composées de plusieurs plans, 
êt aussi les surfaces en partie courbes , en Po Pa 


lyédrales. : 


Cela posé, si la surface OABCD n'ést pas plus 

petite que toutes celles qui l’enveloppent, soit parmi 
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O, 
faites passer un plan qui touche la surface OABCD 
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD, 
et la partie qu'il en retranchera sera pee grande que 
le plan terminé à la même surface”: donc, eh con- 
servant le reste de la surface PABCD, on pourrait 
substituer le plan à la partie bombes. et On aurait 
une nouvelle surface qui envelopperaït toujours la sur- 
face OABCD, et qui serait plus petite FE PABCD. 
” Mais celle-ci est Ja plus petite de toutes par hÿpo- 
these: donc cette hypothese ne saurait subsister, donc 
la surface convexe OABCD est plus petite. que toute 
autre surface qu envelopperait OABCD , et qui serait 
terminée au même contour ABCD. ; 

Scholie. Par un raisonnement entièrementsemblable 
on prouvera, 

1° Que, si une surface convexe terminée par deux 
contours ABC, DEF ,:est enveloppée par: une autre 
surface quelconque terminée aux mêmes contours, 
la surface enveloppée sera la plus petite des deux. 


16. 


*lem, x. 
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2° Que ; si une surface convexe AB est enveloppée 
de toutes parts par une autre surface MN, soit qu’elles 
aient des points, des lignés ou des plans communs, 
soit qu'elles n'aient aucun point de commun , la sur- 
face enveloppée sera Gues plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les 
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
à la surface convexe ; lequel plan serait plus petit 
que la surface CMD”; et ainsi la surface CND serait 
plus petite que MN, ce qui est contraire à l'hypothese 
que MN est la plus petite de toutes. Donc la surface 
convexe AB est plus petite que toutes celles qui l’en- 
veloppent. 


PROPOSITION PREMIER E. 
THÉORÈME. 


La solidité d’un cylindre est égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 


Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par surf. CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera surf CA X H. Car, si 
surf. CA X H n’est pas la mesure du cylindre donné, 
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus grand 
ou plus petit Et d’abord supposons qu'il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. Ai 

Girconscrivez au cercle dont le rayon est CD, un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence dont CA est le rayon * ; 
imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le 


=” 


ff 
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polygone GHIP, et pour hauteur H, lequel prisme 
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
la base. Cela posé, la solidité du prisme* est égale à 
sa base GHIP , multipliée par la hauteur H; la base 
GHIP est plus petite que le cercle dent CA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que 
surf. CA X H. Mais surf. CA X H est, par hypothese, 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or, au 
contraire, le cylindre est plus petit que le prisme, 
puisqu'il y est contenu; donc il est impossible que 
surf. CAXH soit la mesure du cylindre dont CD 
est le rayon de la base et H la hauteur ; ou, en termes 
plus généraux, Ze produit de la base d’un cylindre 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand: car, pour ne pas 
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s’ilest possible, surf. CD x H 
la mesure d’un cylindre plus grand, par exemple, 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné aura 
pour mesure GHIP X H : l'aire GHIP est plus grande 
que surf. CD ; donc la solidité du prisme dont il 
s'agit est plus grande que surf. CD XH : le prisme 
serait donc plus grand que le cylindre de mème hau- 
teur qui a pour base surf. GA. Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu'il y est 
contenu ; donc & est impossible que la base d’un cy- 
lindre multipliée par sa hauteur soit la mesure d’un 
cylindre plus grand. 

Donc enfin la solidité d’un cylindre est égale au 
produit de sa base par sa hauteur, 


* 
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Corollaire 1. Les cylindres de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et les cylindres de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs, : 


Corollaïre IX. Les cylindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs, ou comme les cubes des dia- 
metres des bases. Car les bases sont comme les quarrés 
de leurs diametres ; et puisque les cylindres sont 
semblables, les diametres des bases sont comme les 
hauteurs * : donc les bases sont comme les quarrés 
des hauteurs ; donc les bases multipliées par les hau- 
teurs, ou les cylindres eux-mêmes, sont comme les 
cubes des hauteurs. 


Scholie. Soit R le rayon de la base d'un cylindre, 
H sa hauteur, la surface de la base sera 7R°*, et la 
solidité du cylindre sera TR° XH, ou Tr R°H. 


PROPOSITION II, 


LEMME,. 


La surface convexe d’un prisme droit est égale 
au périmetre de sa base multiplié par sa hauteur. 


Car cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB, BGHC, CHID, etc. dont elle est composée : 
or les hauteurs AF, BG, CH, etc. de ces rectangles 
sont égales à la hauteur du prisme; leurs bases AB, 
BC, CD, etc. prises ensemble, font le périmetre de la 


base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 


la surface convexe du prisme est égale au périmetre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 


Corollaire. Si deux prismes droits ont la même: 
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmetres de leurs bases, 


+. 


t 
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PROPOSITION I1IL 
LEMM E. 


La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit, et 
plus petite que la surface convexe de tout prisme 
ciTCOnsSCrit. 

Car la surface convexe du cylindre et celle du 
prisme inscrit ABCDEF peuvent être considérées 
comme ayant même longueur, puisque toute section 
faite dans l’une et dans l’autre parallèlement à AF 
est égale à AF ;et si pour avoir les largeurs de ces 
surfaces on les coupe par des plans paralleles à la 
base ou perpendiculaires à l’arête AF, les sections 
seront égales, l’une à la circonférence de la base, 
l'autre -au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc , puisqu’à longueur 
égale la largeur de la surface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique , il s'en- 
suit que la premiere surface est plus grande que la 
seconde. 

Par un raisonnement entièrement semblable on 
_prouvera que la surface convexe du cylindre est 


x petite que celle de tout prisme circonserit 
3CDKk: x 


PROPOSITION IV. 
THÉORÈME. 


a surface convexe d'un cylindre est égale à 
layconférence de sa base multipliée par sa 
haur. 

SCA le rayon de la base du cylindre donné, 

“auteur ; si on représente par czre. CA la 


CHence qui a pour rayon CA, je dis que 


fig. 258. 
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cire. CA X H sera la surface convexe de ce cylindre: 
Car, si on nie cette proposition, il faudra que 
cire. CA X H soit la surface d’un cylindre plus grand 
ou plus petit; et d’abord supposons qu’elle soit la 
surface d’un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence qui a GA pour rayon ; ima- 
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone 
GHIP multiplié par la hauteur H* : ce contour est 
plus petit que la circonférence dont le rayon est 
CA ; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire. CAXH. Mais cc. CA XH est, par hypo- 


these, la surface convexe du cylindre dont CD est le 


rayon de la base, lequel cylindre ést inscrit dans le 
prisme ; donc la surface convexe du prisme serait plus 


_ petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire, 


elle doit être plus grande * ; donc l'hypothese d’où 


l'on est parti est absurde : donc, 1° la circonférence 


À 


de la base d'un cylindre multiplie par sa hauter 
ne peut mesurer la surface convexe d'un cyuate 
plus petit. | | / 
Je dis en second lieu que ce même produit ne pét 
mesurer la surface d'un cylindre plus grand. ©; 
pour ne pas changer de figure, soit CD le rayo de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est posle ) 
cire. CD x H la surface convexe d'un cylindriu, 
avec la même hauteur, aurait pour base unTcle 
plus grand, par exemple, le cercle dont le r4 est 
CA. On fera la même construction que dar‘ PTe- 
miere hypothese, et la surface convexe €75me 
sera toujours égale au contour du polyg GHIP 


USE 


UE % | 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cérc. CD ; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. CDXH , qui, par hypothese, 
est la surface du cylindre de même hauteur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais, 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre, 
sa surface serait plus petite que celle du cylindre * 
à plus forte raison est-elle plus petite lorsque le 
prisme ne s'étend pas jusqu'au cylindre. Donc la se- 
conde hypothese ne saurait avoir lieu ÿ donc 2° /a 
circonférence de la base d'un cylindre multiplice par 
sa hauteur ne peut mesurer la A do d’un cylindre 
plus grand. 

Donc enfin la surface convexe d’un cylindre est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. | 


PROPOSITION V. 


THÉORÈME. 


La solidité d’un cône est égale au produit de 
sa base par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné, AO le rayon 
de la base; si on désigne par surf. AO la surface de 
la base, je dis que la solidité de ce cône sera égale à 
surf. AO x: SO. k : 

En Éfec: pppaons 1° que surf. AO X + SO soit la 
solidité Lun cône plus grand, par de bples du cône 
dont SO est toujours la hauteur ; mais dont OB , plus 
grand que AO, est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circonscrivez un 
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la 
circonférence dont le rayon est OB * ; imaginez en- 
suite une pyramide qui ait pour base le polygone 


ét pour sommet le point S. La solidité de cette py- 


UM 
dE 


fig. 250. 


10, 4» 


*19, 6 


250 GÉOMÉTRIE. 


ramide * est égale à l’aire du polygone MNPT mul- 
tiphiée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté 
par surf. AO ; donc la pyramide est plus grande 
que surf. AO X<S0, qui, par hypothese , est la me- 
sure du cône dont $ est le sommet et OB le rayon de 
la base. Or, au contraire, la pyramide est plus petite 
que le cône, puisqu'elle y est contenue; donc 1° il 
est impossible que la base d’un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cône plus 
grand. 

Je dis 2° que ce même produit ne peut être la me- 


sure d'un cône plus petit. Car, pour ne pas changer 


de figure, soit OB le rayon de la base du cône don- 
né, et soit, srl est possible, surf. OB x+SO la soli- 
dité du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con- 
struction que ci-dessus , et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure l'aire MNPT multipliée par + SO. Mais 
l'aire MNPT est plus petite que surf. OB ; donc la 
pyramide aurait une mesure plus petite que surf. 
OB x:+ SO, et par conséquent elle serait plus petite 
que le cône dont AO est le rayon de la base et SO la 
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande 
que le cône, puisque le cône y est contenu : donc 2° 
il est impussible que la base d’un cône multipliée pär 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
petit. 

Donc enfin la solidité d'un cône est égale au pro- 
duit de sa base par le tiers de sa hauteur. 

Corollaire. Un cône est le tiers d'un cylindre de 
même base et de même hauteur ; d'où il suit, 

1° Que les cônes d'égales Fa A sont entre eux 

comme leurs bases ; 

2° Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; 
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3°. Que les cônes semblables sont comme les cubes 

des diametres de leurs bases, ou comme les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scholie. Soit R le rayon de la base d’un cône, H 
sa hauteur; la solidité du cône sera 7R° X + H ou 
7 R°H. 

PROPOSITION VI. 


THÉORÈME. 


Le cône tronqué ADEB, dont AO, DP sont les 
rayons des bases et PO la hauteur, a pour me- 


surexr. OP. (AO + DP + AO x DP). 

Soit TFGH une pyramide triangulaire de même 
hauteur que le cône SAB, et dont la base FGH soit 
équivalente à la base du cône. On peut supposer que 
ces deux bases sont placées sur un même plan; alors 
les sommets S et T seront a égales distances du plan 
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra- 
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base DE; car les bases AB, DE, 
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO, 
DP*, ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP ; 
les triangles FGH, IKL, sont entre eux comme les 
quarrés de ces mêmes hauteurs *; donc les cercles 
AB, DE, sont entre eux comme les triangles FGH, 
IKL. Mais, par hypothese, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB ; donc le triangle IRL est équiva- 
lent au cercle DE. 

Maïntenant, la base AB multipliée par SO est la 
solidité du cône SAB, et la base FGH multipliée par 
+ SO est celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des bases éqivalentes, la solidité de la pyramide est 
égale à celle du cône. Par une raison semblable, la 


apeämille TIKL est équivalente au cône SDE ; us 


fig. 260. 
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le tronc de cône ADEB est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente 


au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure 


Fr X AO; de même la base IK L — T X DP, et la 


——— 2 


moyenne proportionnelle entre x X AO et rx DP 
est 7 X AO x DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide , ou celle dutronc de cône , a pour mesure +OP x 


(x X AO+x x DP+-x x AO x DP ) *, qui est la même 
chose que Tr xXOP x (AO+DP+ AO X DP). 


PROPOSITION VII. 


% 


THÉORÈME. 


La surface convexe d’un cône est égale a la 
circonférence de sa base multipliée par la moi- 
tié -de son côté. 


Soit AO le rayon de la base du cône donné, S son 
sommet, et SA son côté; je dis que sa surface sera 
cire. AO X = SA. Car soit, sil est possible, czrc. AO X 
+SA , la surface d'un cône qui auraït pour sommet le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus 
grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MN PT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir- 
conférence qui a pour rayon OB; et soit SMNPT 
la pyramide réguliere, qui aurait pour base le poly- 
gone, et pour sommet le point $S. Le triangle SMN, 
l'un de ceux qui composent la surface convexe de la 
pyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par 


la moitié de la hauteur SA, qui est en même temps 


le côté du cône donné; cette hauteur étant égale 
dans tous les autres triangles SNP, SPQ, etc. il 
s'ensuit que le surface convexe de 1 Pynoe est 


égale au contour MNPTM multiplié par + ; SA. Mais 
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le eontour MNPTM, est plus grand que cire. AO ; 
done la surface convexe de la pyramide est plus 
grande que cire: AOX-=SA, et par conséquent plus 
a. que la Surface convexe du: cône qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle décrit 
du rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale, le cône à un cône égal; la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyremides; donc la preiniere surface sera plus 


grande que la seconde *, donc la surface du cône est *lem. . 


plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothese ; 
donc cette hypothese ne peut avoir lieu : donc 1° la 
circonférence de la base d’un cône multipliée par la 
moitié de son côté ne peut mesurer die surface d'un 
cône plus erant 

Je dis 2° que le même produit ne peut mesurer 
la surface d'un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et Soit, s’il est possible, 
cire. BO x = SB la surface du cône dont S est le som- 
met, et AO, plus petit que OB, le rayon de la base. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, 
la surface de la pyramide SMN PT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par > =SA. Or le 
contour MNPT est moindre que cire. BO, SA est 
moindre que SB; donc par cette double raison la 
surface convexe de la pyramide est moindre que CITC. 
BO x:SB, qui, par hypothese , est la surface du cône 
dont AO est le rayon de la base; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite qûe celle du cône in- 
scrit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à base la pyramide à une pyramide 
égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle des deux cônes, et par 


. 
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conséquent sera la plus grande. Donc 2° 1l est impos- 
sible que la circonférence de la base d’un cône donné 
multipliée par la moitié de son côté mesure la surface 
d'un cône plus petit. 

Donc enfin la surface convexe d’un cône est égale 
à la circonférénce de sa base multipliée par la moitié 
de son côté. 

Scholie. Soit L le côté d'un cône, R le rayon de 
sa base, la circonférence de cette base sera 2TR, 
et la surface du cône aura pour mesure 2#R XL, 
ou T RL. 


FA Pr Ana) VIII. 
VURONS de 


La surface convexe du tronc de cône ADEB est 
égale à son côté AD muitiplié par la demi-somme 
des circonférences de ses deux bases AB, DE: 

‘Dans le plan SAB qui passe par l'axe SO , ménez 
perpendiculairem a à SA la ligne AF, égale à la 
circonférence qui a pour rayon AO: joignez SF, et 
menez DH parallele à AF. 

A Cause des triangles sémblables SAO, SDC, on 
aura AO:DC :: SA:SD; et à causé des triangles 
semblables SAF, SDH, on aura AF : DH :: SA: SD; 
dont AF : DH :: AO! DC, ou : : étre. AO: cire. DC”. 
Mais par construction AF — czrc. AO ; donc DH — 


_cré. DC. Céla posé, le triangle SAF, qui à pour 


mesure AF x ?SA, est égal à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cire. AO X SA. Par une rai- 
son semblable ‘le triangle SD est égal à la surface 
du cône SDE. Dont la surface du tronc ADEB 
est égale à celle du trapezé ADHF. Celle-éi a pour 
mesure * AD x (=) ; donc la surface du 


tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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plié par la demi-somme des circonférences de ses 
deux bases. ÿ 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez 
IKL parallele à AB, et IM parallele à AF; on dé- 
montrera comme ci- AS qué IM—= cerc. IK. Mais 
le trapeze ADHF— AD XIM— AD X cire. IK. Donc 
on peut dire encore que la surface d’un tronc de 
cône est égale à son côté rruLiaUte par la circonfé- 
rence d’une section faite à égale distance des deux 
bases. 

Scholie. Si une ligne AD, située tout entiere 
d'un même côté de la ligne OC et dans le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD x 


Re eee ou AD X circ. IK; lés lignes 
AO, DC, IK, étant dés perpendiculaires abaïissées 
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur 
l’axe OC. 

Car si on prolonge AD. et OC jusqu’à leur ren- 
contre mutuelle en $,, il est okipue la surface dé- 
crite par AD est celle d’un cône LT RAUE dont OA 
et DC sont les rayons des bases, le cône entier ayant 
pour sommet le point S. Donc cette surface aura la 
mesure méntionnée. 

. Gette mesure aurait toujours heu, quand » même le 
point D'tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallele à 
l'axe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 


cas DC serait nulle, dans le second DC serait égale à 
AO et à IK:. : | 4 


fig. 262. 
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PROPOSITION EX. 
LEMME. 


Soient AB, BC, Cp, plusieurs côtés successifs 
d’un polygone régulier, O son centre, et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ABCD, A tout eniiere 
d’un méme côté du diametre FG, | fasse une ré- 
volution autour de ce diametre, la surface dé- 
crite par ABCD aura pour mesure MQ x circ. OI, | 
MQ étant la hautes de cette surface ou la par- 
tie de l'axe comprise entre les ue ie 


AM, DQ. 


Le point I étant milieu de AB, et IK étant une 
perpendiculaire à l’axe abaïssée du point I, la sur- 
face décrite par AB aura pour mesure AB X cire. IK*, 
Menez AX parallele à l’axe, les triangles ABX, OIK, 
auront les côtés perpendiculaires chti à dat 
Ab OT à AP) TR à A AU lou OR SOPÉLE dünies ts 
triangles sont semblables et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :: OT :IK, ou :: czrc. OL: circ. IK; 
donc AB x ctrc. IK — MN X ctrc. OI. D'où l’on voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle inscrit. 
De même la surface décrite par BC, — NP x cire. OI, 
la surface décrite par CD, —PQ X circ. OI. Donc la 
surface décrite par la portion de polygone. ABCD 
a pour mesure (MN+NP+PQ) x circ. OI, ou: 
MQ x cire. OI; donc elle est égale à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d’un nombre 
de côtés pair, et que l’axe FG passe par deux som- 
mets opposés Fet G, la surface entiere décrite par là 


F- + 
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révolution du demi-polygone FACG sera égale à son 


axe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
Cet axe FG sera en même temps le diametre du cercle 
circonscrit. 


PROPOSITION X. 


THÉORÈME. 
{ 
La surface de la sphere est égale à son dia- 
metre multiplié par la circonférence d’un grand 
cercle: 


Je dis 1° que le diametre d’une sphere, multiplié 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la surface d’une sphere plus grande. Car 
soit, s’il est possible, AB X cire. AC la surface de la 
sphere qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un 
polygone régulier d’un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférenceydont CD est le rayon ; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone; 
et autour du diametre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura 
pour mesure MS X circ. AC* : mais MS est plus grand 
que AB ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus te que AB x cire. AC, et par. conséquent 


plus grande que la surface de Ja is dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphere est 


plus PE que la surface décrite par le polygone, 
puisque la premiere enveloppe la seconde de toutes 


parts. Donc r° le diametre d’une sphere multiplié par 


la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
la surface d’une sphere plus g orande. Dia 

Je dis 2° que ce même drole ne peut : mesurer 
la surface d’une sphere plus petite. Car soit, s’il est 


Douz. cd. ° 17 


fig. 263. 
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possible, DE X crrc. CD la surface de la sphere qui a 
pour rayon CA. On fera la même construction que 
dans le premier cas, et la surface du solide engerdré 
par le polygone sera tou] jours égale à MS x cérc. AC. 

Mais MS est plus petit que DE, et crc. AC plus petite 
que cérc. CD ; donc, par ces dx raisons , la surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X circ. CD, et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphere dont le rayon est AC. Or, au 
contraire, là surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphere: dont le rayon est 
AC, puisque la premiere surface enveloppe la seconde; 


. donc 2° le diametre d’unessphere multiplié par la cir- 


conférence de son grand cercle ne peut mesurer la 
surface d'une sphere plus petite. 

Donc la surface de la sphere est égale à son dia- 
metre multiplié par la circonférence de son grand 
cercle. 


che te jh surface du grand cercle se mesure 
ext mukipliant sa ME. MS par la moitié du rayon 
oullequart du‘diametre; donc /& surface de lu sphere 
est quadruple de celle it grand cercle. 


'Schole. La surface de la sphere étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes, il sera facile d’avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériqués 
dont on a ‘déterminé ci-dessus le rapport à avec la sur- 
face entiere de la Sphere. 

D'abord le fuseau dont l'an ole est A, est à la surface 
de la sphere comme l'angle À est à quatre angles 
droits*, ou comme l'arc de grand cercle ‘4 mesure 
l'angle A est à la LUI ARE de ce même grand 
cercle. Mais la surface de la sphéré est égale à’cette 
circonférence multipliée per le diamètre ; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesuré nb 
de ce fuséau multiplié par le’ Idiametre. 
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En second lieu tout triangle sphérique est équi- 
valent à un fuseau dont l'angle est égal à ia moitié de 
l'excès dé la sommé de ses trois angles sur deux 
angles droits“. Soient donc P, Q,R, les arcs de 
grand cercle qui mesurent les trois angles, du trian- 
gle ; soit GC la circonférence d’un grand cercle 
et D son diametre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au fuseau dont l’angle a pour mesure 
PART C 


2 


D x (ESS 


Ainsi, dans le cas du triangle tri-rectangle, cha- 
cun des arcs P,Q,R, est égal à = C, leur somme 
est =C, l'excès de cette somme sur +C est :C, et la 
moitié de cet excès —+0C; donc la surface du triangl2 
tri-rectangle —:+C x D, ce qui est la huitieme partie 
de la surface totale de la sphere. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
tement de celle des triangles, et d’ailleurs elle est 
entièrement déterminée par là prop. xxiv, Liv. vu, 
puisque l’unité de mesure, qui est le triangle tri- 
rectangle, vient d’être évaluée en surface plane. 


y et par conséquent sa surface sera 


PROPOSITION XI. 


THÉORÈME. 


La surface d'une zone sphérique quelconque 
est égale à la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d’un grand cercle. 


Soit EF un arc quelconque plus petit ou plus grand 
que le quart de circonférence, et soit abaissée FG per- 
péñdiculaire sur le rayon EC; je dis que la zone à une 


a7- 


123,07: 


fig. 269. 
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base, décrite par la révolution de l'arc EF autour 
de EC, aura pour mesure EG xCirc: EC. 

Car supposons d’abord que cette zone ait une me- 
sure plus petite, et soit, s’il est possible, cette mesure 
—EG x circ. CA. Inscrivez dans l’arc EF une Porto 
de polygone régulier EMNOPF dont les côtés n’at- 
teignent pas. la ns décrite du rayon CA, 
et eur CI perpendiculaire sur EM ; la Re 
décrite par le polygone EMF tournant AE de EC, 
aura pour mesure EG x cire. CI*. Cette quantité est 
plus grande que EG X crc. AC, qui, par hypothese, 
est la mesure de la zone décrite par l'arc EF. Donc la 
surface décrite par le polygone EMNOPF seraït plus 
grande que la surface décrite par l'arc circonscrit EF ; 
or,au contraire, cette derniere surface est plus grande 
que la premiere, puisqu'elle l'enveloppe de toutes 
parts ; donc. 1° la mesure de toute zone sphérique 


_à une base ne peut être plus petite que la hauteur de 


cette zone RALAb RCE par la circonférence d’un grand 
cercle. à 

Je dis en sécond lieu que la mesure de la même 
zone ne peut être plus grande que la hauteur de cette 
zone multipliée par la circonférence d’un grand cercle. 
Car supposons qu’il s'agisse de la zone décrite par 
l'arc AB autour de AC, et soit , s’il est possible, zone 
AB > AD x cire. AC. La surface entiere de la sphere, 
composée des deux zones AB, BH, a pour mesure 
AH Xcirc. AC*, ou AD Xcirc. AC+ DHX circ. AC; 
si donc on a zone AB>ADXcirc. AC, il faudra 
qu'on ait zone BH < DH X circ. AC; ce qui est 
contraire à la premiere partie déja démontrée. Donc 
29 la mesure d’une zone sphérique à une base ne 


‘peut être plus £ orande que la hauteur de cette zone 


multipliée par la circonférence d’un grand cercle. 
Donc enfin toute zone sphérique à à une base à a pour 


Sd. 


à 
CUS 
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mesutfe la hauteur de cette zone multipliée par la cir- 
conférence d’un grand cercle. 

Considérons maintenant une zone quelconque, à 
deux bases, décrite par la révolution de Parc FH 
autour du diametre DE, et soient abaissées les per- 
pendiculaires FO , HQ sur ce diametre. La zone dé- 
crite par l'arc FH est la différence des deux zones dé- 
crites par les arcs DH et DF ; celles-ci ont pour 
mesures DQ X circ. CD et DO Xcirc. CD ; donc la 
zone.décrite par FH a pour mesure (DQ—LO) x 
circ. CD ou OQ X cire. CD. 

Donc toute zone sphérique à une ou à deux bases, 
a pour mesure la hauieur de cette zone multipliée 
par la circonférence d’un grand cercle. | 

Corollaire. Deux zones prises dans une même 
sphere ou dans des spheres égales, sont entre elles 
comme leurs hauteurs, et une zone quelconque ést à 
la surface de la sphere comme la hauteur de cette 
zone est au_ diametre. à É 
FROPOSITION XII. 


& 
THÉORÈME. 


. 

Si le triangle BAC et le rectangle BCEF de 
méme base et de méme hauteur tournent simul- 
tanément autour de la base commune BC, le so- 
ide décrit par la révolution du triangle sera le 
tiers du cylindre décrit par la révolution du 
rectangle. 


Abaissez sur l’axe la perpendiculaire AD; le cône 
décrit par le triangle ABD est le tiers du cylindre dé- 
crit par le rectangle AFBD*, de même le cône décrit 


fig. 264, 


et 265, 


fig. 264, 
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par le triangle ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADCE ; donc la somme des deux cônes ou 
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
BCEF. 

Si la perpendiculaire AD tombe au-dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 


_ férence des cônes décrits par ABD et ACD ; mais en 


fig, 266. 


12. 


même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours le tiers du cylindre décrit par la révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 
Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 
surface T x AD: donc x X AD X BC est la mesure du 
cylindre décrit par BCEF, et 57 x AD x BC est celle 


du solide décrit par le triangle ABC. 


# PROPOSITION XIII. 


PROBLÈME. 
F2 
Le triangle CAB étant supposé faire une révo- 
lution autour de la ligne CD, menée cofnme on 
voudra hors du triangle par son sommet CG, trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré. 


Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D, des points A et B abaissez sur l’axe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle CAD a pour me- 
sure” =T x AM x CD; le solide décrit par le triangle 


CBD a pour mesure 27 x BN x CD; donc la difté- 


ke, ; | æ 
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rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 
pour mesure +. (AM— BN) x CD. 

On peut donner à cette expression une autre forme. 
Du point T, milieu de AB, menez IK perpendiculaire 
à CD, et par le point B menez BO parallele à CD, 
on aura AM +BN—21K* et AM—BN— AO; donc, 


AM + BN) x (AM—BN), ou AM—BN—1IK x 
AO*. La mesure du solide dont il s’agit est donc 
exprimée aussi par 2t X IK x AO x CD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables, et donneront la proportion 
AO : CP :: AB : CD; d’où résulte AO x CD —CP x 
AB ; d’ailleurs CP X AB est le double de l’aire du 
triangle ABC ; ainsi on a AO XCD—2ABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure +7 X ABC X IK, ou, ce qui est la mème chose, 
ABC X <circ. IK ; (car cire. IK— 27. IK.) Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABC, à 
pour mesure l'aire de ce triangle mulripliée par les 
deux tiers de la circonférence que décrit le point 1 
milieu de sa base. 


Corollaire. Si le côté AC—CB, la ligne CI sera 
perpendiculaire à AB, l’aire ABC sera égale à AB X 
ZCT, et la solidité 47 X ABC X IK deviendra 27 X 
AB X IK X CI. Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI: IK ; donc AB X IK — MN X CI; done le 
solide décrit par le triangle isoscele ABC aura pour 


2 
mesure =7 X MN x CI. 

Scholie. La solution générale paraît supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre l’axe ; mais les 
résultats n’en seraient pas moins vrais, quand la 
ligne AB serait parallele à l’axe. 


ES Ne 
; 


4° 
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En effet le cylindre décrit par AMNB a pour me- 
sure r. AM. MN, le cône décrit par ACM=—;7. AM. 


CM , et le cône décrit par BCN—:7.AM.CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisieme, on aura pour le solide décrit par ABC, 


r.AM. (MN + 5CM— CN) : et puisque CN CM 


———— 2 
— MN, cette expression se réduit à x. AM .2MN, ou 


MS | | 
2r.CP.MN, ce qui s'accorde avec les résultats déja 
trouvés. 


PROPOSITION XIV. 


THÉORÈME. 


.Soient AB, BC, CD , plusieurs côtés successifs 
d un Dee ES O son centre, et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec- 
teur pobygonal AOD, situé d’un méme côté du 
diametre FG, fasse une révolution autour de 
ce diametre, le solide décrit aura pour mesure 
2r.OL.MQ , MQ étant la portion de l’axe termi- 
née par les perpendiculaires extrémes AM, DQ. 

En effet, puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isosceles. 
Or, suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente, le solide produit par le triangle isoscele AOB 
a pour mesure 27.OI.MN, le solide décrit par le 
triangle BOC a pour mesure 5x. OI. NP,etlie solide 


décrit par le triangle COD a pour mesure ;7. OI. 
PQ ; donc la somme de ces solides, ou le AR - entier 
décrit par Î le secteur polygonal AOD, aura pour me- 


sure 25. OL. (MN + NP + PQ) our. OL. MQ. 


? 
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PROPOSITION XV. 


THÉORÈME. 


l'out secteur sphérique a pour mesure la zone 


qui lui sert de base multipliée par le tiers du 


rayon, et la sphere entiere a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon. 


Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa révo- 
lution autour de AC, décrit le secteur sphérique ; la 
zone décrite par AB étant AD X circ. AC ou 27 . AC. 
AD*, je dis que le secteur sphérique aura pour me- 
sure cette zone multipliée par +AC, ou 5T. AC. AD. 

En effet, r° supposons, s’il est possible, que cette 


quantité 27. AC. AD soit la mesure d’un secteur 
sphérique plus grand, par exemple, du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable 
à ACB. 

Inscrivez dans l'arc EF la portion de polygone 
régulier EMNF dont les côtés ne rencontrent pas 
l'arc AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFC tourne autour de EC en même temps que le 
secteur circulaire ECF. Soit CI le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur 


polygonal aura pour mesure 27. CI. EG* : or CI 
est plus grand que AC par construction , et EG est 
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian- 
gles EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD:: CF : CB; donc EG 
> AD. 


PUR 2 
Par cette double raison 57. CI. EG est plus 


fig. 260, 
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orand que rt. CA. AD: la premiere expression es! 
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal, 
la seconde est par hypothese celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur 
circulaire. Or, au contraire, le solide dont il s’agit 
est moindre que le secteur sphérique, puisqu'il y est 
contenu ; donc l’hypothese d’où on est parti ne sau- 
rait subsister ; donc 1° la zone ou base d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me- 
surer un secteur sphérique plus grand. 


Je dis 2° que le même produit ne peut mesurer un 
secteur sphérique plus petit. Car, soit CEF le secteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné, et supposons, si! est possible, que 


57.CE. EG soit la mesure d’un secteur sphérique 
plus petit, par exemple, de celui qui provient du 
M « e 
secteur circulaire ACB,. 
La construction précédente restant la même, le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 


pour mesure 5. CI. EG. Mais CI est moindre que 


CE ; donc le solide est moindre que. CE. EG, qui, 
par hypothese, est la mesure du secteur sphérique 
décrit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB. Or, au contraire, 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre. 
Donc 2° il est impossible que la zone d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d’un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure Ja zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon. 


% | & 
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Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu'à devenir égal au demi-cercle ; alors le secteur 
sphérique décrit par sa révolution est la sphere en- 
tiere. Donc /a solidité de la sphere est égale à sa sur- 
face mulupliee par le tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des spheres étant comme 
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliées 
par les rayons sont comme les cubes des rayons, 
Donc les solidités de deux spheres sont comme les 
cubes de ‘leurs rayons, ou comme les cubes de leurs 
diametres. 

Scholie. Soit R le rayon d’une sphere, sa sur- 
face sera 47 R°, et sa solidité 47R°X5R, ouirR’. 
Si on appelle D le diametre, on aura R—£:D, et 
R°—2:D*; donc la solidité s’exprimera aussi par 
it X+D?, ou :rD°. 


PROPOSITION XVL. 


THÉORÈME. 

La surface de la sphere est a la surface totale 
du cylindre circonscrit (en y comprenant ses 
bases ) comme 2 est a 3. Les solidités de ces deux 
corps sont entre elles dans le méme rapport. 


Soit MPNQ le grand cercle de la sphere, ABCD 
le quarré circonscrit ; si on fait tourner à la fois le 
demi-cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour 
du diametre PQ, le demi-cercle décrira la sphere; 
et le demni-quarré décrira le cylindre circonscrit à 
la sphere. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia- 
metre PQ, la base du cylindre est égale au grand 
cercle, puisqu'elle à pour diametre AB égale à MN ; 


donc la surfacé convexe du cylindre * est égale à la 


fig. 270. 
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circonférence du grand cercle multiphiée pareson 
diametre. Cette mesure est la même que celle de 
la surface de la sphere * : d'où il suit que la sur- 
face de la sphere est égale à la surface convexe 
du cylindre circonscrit. | 

Mais la surface de la sphere est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface convexe du cylindre circon- 
scrit est égale aussi à quatre grands cercles : si on y 
joint les deux bases qui valent deux grands cercles, 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale 
à six grands cercles; donc la surface de la sphere 
est à la surface totale du cylindre circonscrit comme 
4 est à 6, ou comme 2 est à 3. C'est le premier point 
quil s'agissait de démontrer. 

En second Heu, puisque la base du cylindre cir- 
conscrit est égale à un grand cercle et sa hauteur au 
diametre, la solidité du cylindre sera égale au grand 
cercle multiplié par le diametre *. Mais la solidité de 
la sphere est égale à quatre grands cercles multipliés 
par le tiers du rayon *, ce qui revient à un grand 
cercle multiplié par + du rayon, ou = du diametre; 
donc la sphere est au cylindre circonscrit comme 
2 est à 3, et par conséquent les solidités de ces 
deux corps sont entre elles comme leurs surfaces. 

Scholie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphere, ce polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pyramides qui ont 
toutes pour sommet le centre de la sphere, et dont 
les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphere, de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po- 
lyèdre qui lui sert de base, multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier sera égal à sa 
surface multipliée par le tiers du rayon de la sphere 
inscrite. 


P 
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On voit par là que les solidités des polyèdres cir- 
conscrits à la sphere sont entre elles comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdres. Ainsi, la pro- 
priété que nous avons démontrée pour le cylindre 
circonserit est commune à une infiuité d'autres 
Corps. 
On aurait pu remarquer également que les sur- 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre 
elles comme leurs contours. 


PROPOSITION XVIL 


PROBLÈME. 


Le segment circulaire BMD étant. supposé 
faire une révolution autour d’un diametre ex- 
térieur à ce segment, trouver la valeur du solide 
engendré. 


Abaissez sur l'axe les perpendiculaires BE, DF; 


du centre G menez CI perpendiculaire sur la corde 
BD, et tirez les rayons CB, CD. 


Le: solide décrit par le secteur BCA — ©: x . CB, 
AE*; le solide décrit par le secteur DCÀA — : 7. 


CB.AF; donc la différence de ces deux solides, ou le 
solide décrit par le-secteur DCB — 27. CB .(AF — 
AE) = 2#.CB. EF. Mais le solide décrit par le trian- 


gle isoscele DCB a pour mesure + +. CI. EF*; donc 
le solide décrit par le segment BMD — =? x. EF. 


(OR CL). Or dans le triangle rectangle CBI, 


onaCB — CI — BI — - BD; donc le solide décrit 


par le segment BMD aura pour mesure 27. EF, + BD, 
OU+T . BD.EF. 


fig. 27Xs 
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Scholie. Le solide décrit par le segment BMD est à 


la sphere qui a pour diametre BD, comme >: 7. BD. 
EF est à 57. BD, ou :: EF : BD. 


PROPOSITION XVIII. 


THÉORÈME. 


Tout segment de sphere, compris entre deux 
plans paralleles ; a pour mesure la demi-somme 
de ses bases multipliée par sa hauteur, plus la 
solidité de la sphere dont cette méme hauteur 
est le diametre. 

Soient BE, DF, les rayons des bases du segment, 
EF sa hauteur, de sorte que le seoment soit produit 
par la SRE de rabat: avai BMDFE 
autour de l'axe FE. Le solide décrit par le seg- 


ment BMD*—;17r. BD.EF, le tronc de cône décrit 
par lé trapeze BDFE*—°{#: EF. (BE+DÉ + BE. DF }5 
donc le seoment de sphere qui est la somme de ces 
deuxsohdes —:r. EF.(5 BE + 2DF + BE; BF+BD) . 
Mais, en menant BO parallele à EF , on aura DO — 
DF:_BE, DO==DF—2DF.BE HBE*, et par consé- 
quent BDBO-+ DO EF-+DF-—2 DF x BE+BE, 
Meéttant cétie valeur à la’ place de BD dans l’expres- 
sion du séoment ; et effaçcant. ce qui se détruit, on 
aura pour la solidité du segment, 


:r.EF.(3BE-+3DF+EF), 


expression qui se décompose en deux parties ; l’une 


:#lEF.(3BE + 3DF), ou EE - (sep) 


est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur; 


ue 


# 
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Per C f 
l’autre +T.EF représente la sphere dont EF est le 
diametre *« donc tout segment de sphere, etc. 


Corollaire. Si Vune des bases est nulle, le seoment 
dont il s’agit devient un segment sphérique à une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base 
équivaut à la moitié du cylindre de méme base et de 
méme hauteur, plus la sphere dont cette hauteur est 
Le diametre. 


Scholie général. 


Soit R le rayon de la base d’un cylindre, H sa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera Tr R°XH, ou 
TR: H. 

Soit R le rayon de la baset 
la solidité du côre sera 7 R°. 2H, ou-7TR°H. 

Soient À et B les rayons des bases d’un cône tron- 
qué, H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
=7T H (A° +B° + AB). 

Soit R le rayon d’une sphere ; sa solidité sera 
= Tr R:. 

Soit R le rayon d’un secteur sphérique, H la 
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du 
secteur sera = tr R°H. Ç 

Soient P et Q les deux bases d’un segment sphé- 
rique , H sa hauteur, la solidité de ce segment sera 


ES H +: H°. 


üun cône, H sa hauteur ; 


2 


Si le seoment sphérique n’a qu’une base P. l’autre 
S P ; 
étant nulle, sa solidité sera = PH + {7x H°. 


FIN DES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 
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# NOTES 


SUR LES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 


f 


NOTE I. 


Sur quelques noms et définitions. 


Ox a introduit dans cet ouvrage quelques expressions et 
définitions nouvelles qui tendent à donner av langage géo- 
métrique plus d’exactitude et de précision. Nous allons 
rendre compte de ces changements, et en proposer quel- 
ques autres qui pourraient . gi plus complètement les 
mêmes vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme rec- 
tangle et du quarré, on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
égaux. Car, supposer que les quatre angles d’un quadrila- 
tere peuvent être droits, et même que les angles droits 
sont égaux entre eux, C’est supposer des propositions qui 
ont besoin d’être démontrées. On éviterait cet inconvé- 
nient et plusieurs autres du même genré, si, au lieu de 
placer les définitions , suivant l’usage, à la tête d’un livre, 
on les distribuait dans le courant du livre, chacune à la 
place où ce qu’elle suppose est déja démontré. 

Le mot s2clnaison doit être entendu dans le même sens 
que celui d'angle ; l’un et l’autre indiquent la maniere 
d’être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent, 
ou qui, prolongés , se rencontreraient. T’inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l’angle est nul, c’est-à-dire 
lorsque les lignes sont paralleles ou coïncidentes. L'incli- 
naison est la plus grande lorsque l'angle est le plus grand, 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle très- 
obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé- 


rent; une ligne penche d'autant plus sur une autre qu'elle 


s’écarte plus de la perpendiculaire à eelle-ci. 


Douz. ed. 18 
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Euclide et d’autres auteurs appellent assez souvent #r7an- 
gles égaux des triangles qui ne sont égaux qu'en surface, 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu’en solidité. 
Il nous à paru plus convenable d'appeler ces triangles ou 
ces solides triangles ou solides équivalents, et de réserver la 
dénomination de triangles égaux, solides égaux , à ceux qui 
peuvent coïncider par, la superposition. 

Il est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d'égalité qui sont diffé- 
rentes. En effet, deux solides, deux angles solides, deux 
triangles ou polygones sphériques , peuvent étre égaux 
dans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins 
coincider par la superposition. Il ne paraît pas que cette 
observation ait été faite dans les livres d'éléments ; et ce- 
pendant, faute d'y avoir égard , certaines démonstrations 
fondées sur la coïncidence es figures ne sont pas exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 


teurs prétendent prouver l'égalité des triangles sphéri- 
ques dans les mêmes cas êt de la même maniere que celle 
des triangles rectilignes : on en voit sur-tout un exemple 
frappant , lorsque Robert Simson (1), attaquant la démons- 
tration de la prop. xxvirt, liv. x1, d'Euclide, tombe lui- 
même dans l'inconvénient de fonder sa démonstration sur 
une coïncidence qui n’existe pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n’en- 
traine pas la coïncidence ; nous l’avons appelée égalité par 
symmétrie ; et les figures qui sont dans ce cas, nous les ap- 
pelons figures symmétriques. 

Aïnsi les dénominations de figures égales, figures s y mimé- 
triques, figures équivalentes , se rapportent à des choses 
différentes, et ne doivent pas être confondues en une seule 
dénomination. 

Dans les propositions qui eoncernent les polygones , les 
angles solides et les polyèdres, nous avons exclus formel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car, outre 
qu'il convient de se borner dans les éléments aux figures les 


(x) Voyez l'ouvrage de cet auteur, intitulé : Euclidis Elementorum 


libri sex, etc. Glasguæ , 1756. 
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plus simples, si cette exclusion n'avait pas lieu , certainés 
Rene ou ne seraient pas vraies, où auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes donc réduits à la con- 
sidération des lignes et des surfaces que nous appelons éon- 
vexes, et qui sont telles qu'une ligne droite ne peut les 
couper en plus de deux points. ; 

Nous avons employé assez fréquemment l'expression 
produit de deux ou d’un plus grand nombre de lignes ; par 
où nous entendons le produit des nombres qui repré- 
sentent ces lignes , en les évaluant d’après une unité linéaire 
prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé, il n’y a 
aucune difficulté à en faire usage. On entendrait de même 
ce que signifie le produit d’une surface par une ligne , d’une 
surface par un solide , etc. : il suffit d’avoir établi une fois 
pour toutes que ces produits sont ou doivent être consi- 
dérés comme des produits de on bres , chacun de l’espece 
qui lui convient. Ainsi le produit d’une surface par un solide 
n’est autre chose que le produit d’un nombre d’unités su- 
perficielles par un nombre d’unités solides. 

Souvent, dans le discodrs , on se sert du mot argle pour 
désigner le point situé à son sommet : cette expression est 
vicieuse. Il serait plus clair et plus exact de désigner parun 
nom particulier , tel que celui de sommets, les points situés 
aux sommets des angles d’un polygone et d’un polyèdre. 
C’est ainsi qu’on doit entendre la dénomination de sommets 
d'un polygone et d’un polyédre dont nous avons fait usage. 

Nous avons suivi la définition ordinaire des ffgures rectr- 
lignes semblables ; mais nous obsérverons qu’elle contient 
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est z, il faut d’abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position des sommets des 


angles situés hors de ce côté. Or, le nombre de ces angles: 


est 2—2 , et la position de chaque sommet exige deux don- 
nées ; d’où il suit que le nombre total des données néces- 
saires pour construire un polygone de 7 côtés est 14-274, 
ou 22— 53. Mais dans ie polygone semblable il ÿ a un côté 
à volonté ; ainsi lé nombre de conditions pour qu’un poly- 
gone soit semblable à un polygone donné, est 27— 4. Or la 
définition ordinaire exige, 1° que les angles soient égaux 


18. 
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chacun à chacun, ce qui fait 72 conditions ; 2° que les côtes 
homologues soient proportionnels, ce qui fait #— 1 condi- 


tions. Il ya donc en tout 22— 1 conditions , ce qui fait trois. 


de trop. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait dé- 
composer la définition en deux autres, de cette maniere : 

1° Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 

2° Deux polygones sont semblables lorsqu'on peut former 
dans l’un et dans l’autre un méme nombre de triangles sem- 
blables chacun a chacun et semblablement'disposés. 

Mais, pour que cette derniere définition ne contienne 
pas elle-même de conditions superflues , il faut que le 
nombre des triangles soit égal au nombre des côtés du po- 
lygone moins deux ; cé qui peut avoir lieu Ge deux manieres. 
gles homologues des diagonales 
tous les triangles formés dans 


On peut mener de deux à 
4 # 
aux angles opposés, alors 


chaque polygone auront un sommet commun, etleur somme 


sera égale au polygone; ou bien, on peut supposer que tous 
les triangles formés dans un polygone, ont pour base com- 
mune un côté du polygone, et pour sommets ceux des dif- 
férents angles opposés à cette base. Dans l’un ou l’autre cas 
le nombre des triangles formés de part et d’autre étant 
n—2, les conditions de leur similitude seront au nombre 
de 22—} ; et la définition ne contiendra rien de superflu. 
Cette nouvelle définition étant posée, l’ancienne deviendra 
un théorème qu’on pourra démontrer immédiatement. 

Si la définition des figures rectilignes semblables est im- 
parfaite dans les livres d'éléments, celle des solides polyé- 
dres semblables V'esi encore bien davantage. Dans Euclide, 
cette définition dépend d’un théorême non démontré; dans 
d’autres auteurs elle a l'inconvénient d’être fort redon- 


dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 


semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d’exposer. Mais, comme il y 
a beaucoup d’autres observations à faire à ce sujet, nous y 
reviendrons dans une note particuliere. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être 
regardée comm& un théorème; celle de l’énclinaison de deux 


A 


plans a besoin aussi d’être justifiée par un raisonnement; 


nn 


4 
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plusieurs autres sont dans le même cas. C’est pourquoi, en 
conservant ces définitions suivant l’ancien usage , nous 
avons eufoin de renvoyer .aux propositions où elles sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d'y 
ajouter un éclaircissement succinct. ) 

L’arngle formé par la rencontre de deux plans, et l’angle 
solide formé par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point, sont des grandeurs, chacune de son espece, aux- 
quelles il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d’éviter l’obscurité et les cir- 
conlocutions lorsqu'on parle de l’arrangement des plans qui 
composent la surface d’un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu’à présent, il y a moïns 
d’inconvénient à y introduire des expressions nouvelles, 
si elles sont réclamées par la nature des choses. 
EM proposerais d'appeler coën l'angle formé par: deux 
plans ; l’aréie ou faite du coin a serait l’intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à l’arête. Alors un coër 
droit serait l’angle formé par deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l’espace 
angulaire solide autour d’une ligne donnée. Cette nouveile 
dénomination n’empêcherait pas que le coin n’eût toujours 
pour mesure l’angle formé par les deux perpendiculaires 
menées dans chacun des plans à un même point de l’arête 
ou intersection commune. 


NOTE IL. 
Sur la démonstration de la proposition MEN. 
liv. I, et de quelques autres Propos ES 
PRE de la géométrie. 


La démonstration que nous donnons dans le texte’de la 
proposition XIX, est peut-être la plus simple et la plus 
directe qu’on puisse trouver dans le genre purement élé- 
mentaire; nous espérons qu’elle sera accueillie par les ama- 


teurs de l'exactitude géométrique et qu’elle fera enfin dis- 


# 
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paraître des élémens l'imperfection à laquelle la théorie 
es parallèles a été sujette jusqu’à présent. 

Nous saisirons cette occasion de faire quelques nouvelles 


remarques sur la démonstration que nous avions donnée de 


la même proposition, dans la 3°" édition de cetouvrage, pu- 
bliée en 1800, et dans les éditions suivantes jusqu’à la 8ème in- 
clusivement ; il estnécessaire pour cela de rappeler en peu de 
mots le principe sur lequel ceite démonstration était fondée. 

Nous avons prouvé d’abord d’une manière rigoureuse 
que la somme des angles d’un triangle ne peut étre plus 
grande que deux angles droits, proposition qui sépare tout 
d’un coup par une différence essentielle, les triangles rec” 
tilignes des triangles sphériques. Cette première partie étant 


- établie il restait à prouver que la somme des angles ne 


peut être plus petite que deux angles droits; er comme 
Pexcès des trois angles sur deux angles droits, qui a lieu dans 
les triangles sphériques, est roportionnel à l'aire du tri- 
angle; demême le déficit, s il y en avait un dansles triangles 
re ;, serait proportionnel à l’aire du triangle. Dés- 
lors 1l est aisé de voir que si on réussit à construire, d'apres 
un triangle donné, un autre triangle dans lequel le trian- 
gle donné soit contenu au moins m fais, le déficit de ce nou- 
veau triangle égalera au moins 72 fois le déficit du trian- 
gle donné, de sorte que la somme des angles du grand 
triangle diminuera progressivement à mesure que 77 aug- 
mente, jusqu’à devenir nulle ou négative. Resultat absurde 
et qui prouve que la somme des angles d’un triangle ne 
peut-être moindre que deux angles droits. 
_ Prenant pour guide ce principe de démonstration qui est 
infaillible, nous avons fait voir que toute la difficulté se 
réduisait à construire nn triangle qui contint au moins deux 
fois le triangle donné; mais la solution que nous avons don- 
née de ce problème , en apparence très simple, suppose que 
par un point donné dans un angle moindre que deux tiers 
d'angle droit, on peut toujours faire passer une ligne droite 
qui rencontre à-la-fois les deux côtés de l’angle. 

Nous avions ainsi beaucoup approché de notre but, mais 
nous ne l’avions pas atteint entièrement, puisque notre dé- 
monstration dépendait d'un postulatum qui à toute force 


| | 
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pouvait être nié. (1) C’est cette considération qui: nous à 
faitrevenir dans la g°"* édition, à la simple marche d’Euclide, 
en renvoyant aux notes pour la démonstralion rigoureuse. 

En examinant les choses avec plus d’attention nous som- 
mes resté convaincu que pour démontrer complètement 
notre postulatum il fallait déduire de la définition de la 
ligne droite une propriété caractéristique de cette ligne qui 
exciût toute ressemblance avec la forme d’une hyperbole 
comprise entre ses deux asymptotes, Voici quel est à cet 
égard le résultat de nos recherches. 

Soit BAC un angle donné, et M un point donné au dedans 
de cet ang ole ; divisez l'angle BAC en deux égalernent par da 
droite AD et du point M menez MP perpendiculaire sur AD : 
Je dis que la droite MP prolongée dans un sens et dans l’autre, 
rencontrera nécessairement les deux côtés de l'angle BAC. 

Car si elle rencontre un des côtés de cet angle, elle ren- 
contrera l’autre, tout étant éegl des deux côtés à partir du 
point P; si elle ne rencontrait ‘pas un côté, elle ne rencon 
trerait pas l’autre par la même raison ; ainsi, dans ce dernier 
cas elle devrait étre ‘renfermée tout entière dans l’espace 
compris entre les côtés de l’angle BAC; or, il répugrne à la 
nature de la ligne droite qu’une telle ligne, indéfiniment 
prolongée , puisse être renfermée dans un angle, 

En effet, toute ligne droite AB tracée sur un plan, et in- 
définiment prolongée dans les deux sens, divise ce pian en 
deux:parties qui étant superposées coïncident dans toute 
leur étendue et sont parfaitement égales. La partie AMB du 
plan total, située d'un côté de AB, est égale en tout à la 
partie AM'B située de l’autre côté; car si l’on prend pe point 


(1) On voit dans un article du Philosophical magazine de mars 1822, 
qu’un savant géomètre a essayé de perfectionner cette démonstra- 
tion et de la rendre indépendante de tout postulatum ; mais la con- 
struction employée pour démontrer la seconde partie consiste à 
mener d’un point donné différentes droites à tous les sommets 
d’une ligne qu’on doit considérer comme polygonale, pour raison- 
ner dans l'hypothèse de celui qui nie la proposition : or la convexité 
de cette ligne, si elle avait lieu , ne permettrait pas de continuer 
indéfiniment la construction de l’auteur, comme il le faudrait pour 
l'exactitude de sa démonstration. 


fig. 274 
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fixe C sur la droite AB, tout autre point M de la partie 


AMB sera détérminé par la distance CM et l'angle ACM; 
prenant donc de l’autre côté un angle ACM' —ACM , et une 
distance CM'—CM, il est évident que les points M et M' 
auront la même situation dans les deux parties du plan, et 
que ces deux parties étant superposées, les points M et M’ 
se confondront en un seul. 

Supposons maintenant, s’il est possible, qu’une ligne 
droite indéfinie XY soit renfermée tout entière dans un 
espace angulaire quelconque, par exemple, dans l'angle 


- BCM , elle ne pourra que diviser en deux parties égales ou 


inégales la partie du plan comprise dans l'angle BCM; cette 
partie a sa correspondante BCM' située de l’autre côté de BC; 
mais comme outre ces deux parties égales du plan, il y ena 
deux autres renfermées dans les angles égaux ACM, ACT, 
on voit que l’espace angulaire BCM n’est pas la moitié de 
tout le plan ; donc la ligne droite XY qu’on suppose parta- 
ger en deux portions l’espace BCM, ne pourra partager qu'en 
deux parties inégales la totalité du plan, ce qui est con- 
traire à la nature de la ligne droite. 

Par ce principe très simple , non seulement le postulaturn 
qui empéchait notre démonstration d’être rigoureuse, se 
trouve démontré, mais on peut aussi démontrer immédiate- 
ment le postulatum d'Euclide. Ce postulatum se réduit aisé- 
ment, comme on sait, au cas ou l’une des droites AC étant 
perpendiculaire à AB, l’autre droite BD fait avec AB un angle 
ABD moindre qu’un droit. Il s’agit donc de prouver que 
dans ce cas BD prolongée doit rencontrer AC. 

En effet, cela n’était pas, en prolongeant AC vers C”° 
faisant l’angle ABD'—ABD, la droite CC serait Re 
tout entière dans l’angle DBD' moindre que deux droits; 
ce qui est impossible. 

Nous laissons aux géomètres à décider si cette démons- 


tration ne mériterait pas d’être admise dans les élémens , de 


préférence à toute autre, pour rétablir la-marche d’'Euclide 
devenue entièrement rigoureuse par la suppression de son 
postulatum. “% 
Nous nous proposons maintenant de faire voir qu’on 
peut employer lanalyse avec beaucoup d'avantage, pour 


U 
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démontrer rigoureusement la proposition XIX et les autres 
propositions fondamentales de la géométrie. C’est ce que 
nous allons développer avec tout le détail nécessaire, en 
commencant par le théorème sur la somme des trois angles 
du triangle. | 
On démontre immédiatement par la superposition, et 


sans aucune proposition préliminaire que deux triangles 


sont égaux, lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun. Appelons p le côté dont il 
s’agit, À et B les deux angles adjacents, C le troisieme 
angle. Il faut donc que l'angle C soit entièrement déter- 
miné, lorsqu'on connaît les angles À et B, avec le côté p ; 
car, si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données À, B,p, il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux, ce 
qui est impossible: donc l’angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités À, B,p ; ce que nr 
ainsi, C—:(A,B;,p). 
Soit l’angle droit égal à l'unité, alors les angles x Bs C, 


seront des nombres compris entre o et 2; et puisque C— 


®:(A,B,p), je dis que laligne p ne doit point entrer dans 
la fonction ©. En effet, on a vu que C doit être entièrement 
déterminé par les seules données À, B,p, sans autre angle 
ni ligne quelconque , mais la ligne pb est hétérogene avec les 
nombres À, B,C; et si on avait une équation quelconque 
entre À, B, C,p, on en pourrait tirer la valeur de p en 
A,B,C; d'ou il résulterait que p est égal à un nombre, ce 
qui est absurde : donc p ne peut entrer dans la fonction ©, 
et on a simplement C—o:{A,B)....(x) 


(1) On a objecté contre cette démonstration que, si elle était 
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte- 
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sieme, ce qui n’a pas lieu dans ces sortes de triangles. La réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a un élément de plusque 
dans les triangles plans , et cet élément est le rayon de la sphere 
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , alors 
au lieu d’avoir C=w(A,B,p),onauraC=%(A,B,p,r), ou 


seulement C=y(4, B,=) , en vertu de la loi des homogenes. 


_ 


En. ie _. 


fig. 109. 


Hg. 112. 
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Cette formule prouve déja qne, si deux angks d’un 
triangle sont égaux à deux angles d’un autre triangle, le 
troisieme doit être égal au troisieme ; et, cela posé, il est 
facile de parvenir au théorême que nous avons en vue. 
Soit d’abord ABC un triangle rectangle en À; du point 
À abaissez AD perpendiculaire sur l’hypoténuse. Les angles 
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et À du 
triangle BAC ; donc, suivant ce qu’on vient de démontrer, 
le troisieme BAD est égal au troisieme C. Par la mème 
raison l’angle D'AC—B, donc BAD+DAC, ou BAC 
—= B +4-C : or l'angle BAC est droit ; donc es deux angles 
aigus d’un triangle rectangle, pris ensemble , valent un 


angle droit. 


Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC un côté 
qui ne so#t pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l'angle opposé À on abaisse la perpendiculaire AD sur 
BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 
DA€ : or, dans le triangle rectangle BAD , les deux angles 
BAD, ABD, valent ensemble un angle droit; dans le trian- 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, valent 
aussi un angle droit. Donc les quatre réunis, on seulement 
les trois BAC, ABC, ACB, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dans tout triangle la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 


On voit par-là que ce théorème, considéré a priori, ne. 


dépend point d’un enchaîinement de propositions, et qu’il 
se déduit immédiatement du principe de l’homogénéité; 
principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu’on peut tirer de la même source les autrés théorèmes 
fondamentaux de la géométrie, 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus, et 
appelons de plus 7» le côté opposé à l’angle À , et 7 le côté 


Or, puisque le rapport est un nombre, ainsi que À, B,C, rien 
, 

P 

Tr | 

n’en peut plus conclure C=+(A,B). 


f 


n’empêche que — ne se trouve dans la fonction +, et alors on 


Lx +4. 
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opposé à l’angle B. La quantité 73 doit étre entièrement 
déterminée par les seules quantités A, B,p; donc m est 


(4 7 . 
uve fonction de A, B,p, et is est une aussi, de sorte 


qu'on peut faire “ —=Y:(A,B,p). Mais $ est un nom- 
bre, ainsi que À et B; donc la fonction y ne doit point 
contenir la ligne p , et on a simplement = = MU AS D 
oum—p %:(A,B). On a donc semblablement 2 —p { : 
CB). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles À, B, C, auxquels soient opposés les côtés #7, n', p', 
respectivement. Puisque À et B ne changent pas, on aura 
dans ce nouveau triangle m'—p'}(A,B),et 2 —p'{: 
(B, À): Doncm:m::n:in ::p;: pl. Donc, dans les trian- 
gles équiangles, les côtés opposés aux angles égaux sont 
proportionnels. s 

De cette proposition générale on déduit comme cas 
particulier celle que nous avons supposée dans le texte, 
pour la démonstration de la proposition XX. En effet, 
les triangles AFG, AMEL ont deux angles égaux , chacun à 
chacun : savoir , l'angle À commun, et un angle droit. Donc 
ces triangles sont équiangles ; donc on a la proportion 
AF : AL :: AG : AM, au moyen de laquelle la prop. XX est 
pleinement démontrée. 

La proposition du quarré de l’hypoténuse est, comme 
on sait, une suite de celle des triangles équiangles. Voila 
donc trois propositions fondamentales de la géométrie, celle 
des trois angles d’un triangle, celle des triangles équiangles, 
et celle du quarré de l’hypoténuse, qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fonctions. On peut par la même voie démontrer très-suc- 
cinctement les propositions concernant les figures sem- 
blables et les solides semblabies. 


Soit ABCLD un polygone quelconque; ayant choisi un +: 


côté AB, comme base, formez autant de triangles ABC, 
ABD , etc. sur cette base, qu'il y a d’angles C, D Hu etC. 
au-dehors. Soit la base A B—h; soient À et B les deux 

ngles du triangle ABC adjacents au côté AB; soient A' et 


À é 
Ke LE 
PAS 


à] 
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B’ les deux, angles du triangle ABD adjacents au même 
côté AB ,'et ainsi de suite. La figure ABCDE sera entière- 
ment déterminée, si on connaît le côté p avec les angles 
À ,B, A’, B', A", B', etc., et le nombre des données sera 
en tout 22%— 53, 7 étant le nombre des côtés du polygone. 
Cela posé, un côté ou une ligne quelconque x , menée 
comme on voudra dans le polygone, avec les seules don- 
nées qui constituent ce polygone, sera une fonction de 


, x ELA 

ces données ; et RORPRE doit être un nombre, on pourra 
TZ 

supposer 5 y SUA, B,' AN BTETE jou 2 p Ve (AB, 


A’, B’, etc.), et la fonction 4 ne contiendra point p. Si, 
avec les mêmes angles À, B, A' B', etc. et un autre côté 
P', on forme un second polygone, on aura pour la ligne x’, 
correspondante ou homologue à +, la valeur x'=p'4: 
(AREA, B', etc. )s donc æ; 2°: pp: On peut définir 
les AR ainsi construites , figures semblables ; donc dans 
les figures semblables les an joe sont proportion- 
nelles. Ainsi, non-seulement les côtés homologues, les dia- 
gonales homologues , mais les lignes terminées de la même 
maniere dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
autres lignes homologues quelconques. 

Appelons $ la surface du premier polygone, cette surface 


Le DLL 
est homogene au quarré p°; il faut donc TRI SA AO un 


nombre qui ne contienne que les angles À, B, A’, B', etc., 
de sorte qu’on aura S—p'o:{(A,B, A, B’, etc.). Par la 
même raison, si S’ est la surface du second polygone, on 
aura S —p'O:(A,B, A’, B°, etc: } DOnCS Sp 


donc les surfaces des Abies semblables sont entre elles 


comme les quarrés des côtés homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu'une face est déterminée au moyen d’un côté connu p et 
de plusieurs angles A, B, C, etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacun 
par le moyen de trois données, qu’on peut regarder comme 
autant d’angles; de sorte que la détermination entiere du 
polyèdre dépénd d’un côté p, et de plusieurs angles A, B, 
C, etc., dont le nombre varie suivant la nature du polyé- 


à, 2 
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dre. Cela posé, une ligne qui joint deux sommets, ou, plus, 
généralement , toute ligne æ menée d’une maniere déter- 
minée dans le polyèdre, avec les seules données qui 
constituent ce solide , sera une fonction des données p, 


ŒS MAP 
A,B,C, etc.; et comme de doit étre un nombre, la fonc- 


: - x | 
tion égale à F. ne contiendra que les angles A, B, C, etc., 


et on pourra supposer æ—p ® : (A, B, C, etc.). La surface 
du solide est homogene à p*; ainsi, cette surface peut se 
représenter par p° 4: (A, B,C, etc. ); sa solidité est homo- 
gene à p°, et peut se représenter par p° II: (A, B,C, etc.), 

les fonctions désignées par 4 et II étant indépendantes 
de P: 

Supposons qu'on construise un second solide avec les 
mêmes angles ÀA,B, C, etc., et un côté p' différent de p : 
nous appellerons les solides ainsi construits solides sem- 
blables ; et, cela posé, la ligne qui était p@ : (A, B, C, etc.), 
ou simplement p@ dans un solide sera p'© dans un autre; 
la surface qui était p* ÿ dans l’un sera p'? 4 dans l’autre, 
et enfin la solidité qui était p° II dans l’un sera p'° II 
dans l’autre. Donc, 1° dans les solides semblables les côtés 
ou lignes homologues sont proportionnels ; 2° leurs surfaces 
sont comme les quarrés des côtés homologues; 3° leurs 
solidités sont comme les cubes de ces mémes côtés. 

Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence et s la surface du cercle dont le 
rayon est r; puisqu'il ne peut y avoir deux cercles inégaux 


’ e À Q Là [ei $ . A 
décrits du même rayon, les quantités = et = doivent être 


des fonctions déterminées de 7 : mais , commie ces quantités 
sont des nombres, elles ne doivent point contenir dans leur 


. . « ° . C S 
expression la ligne r; ainsi on aura sal 6, 


4 et 6 étant des nombres constants. Soit c’ la circonférence 


et s’ la surface d’un autre cercle dont le rayon est 7; on 


l ! 
. € S 
aura donc aussi Ta et és Donc GTA Fer et 


ss": r° :rl?; donc les circonférences des cercles sont comme 
les rayons , et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 


“ 
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Considérons ün secteur dont 7 soit le rayon et A l’angle 
au centre ; soit x l’arc qui términe lé secteur, et y la surface 
de ce même secteur. Puisque le secteur est entièrement 
déterminé lor$qu'on connaît r et À, il faut que x et y 


. È , EAUX ZT 
soient des fonctions déterminées de 7 et de À, donc et 7 
, . '. . ZT 
sont aussi de pareilles fonctions. Mais - est un nombre, 
2; donc ces quantités ne doivent point contenir 


WT 
r, et elles sont simplement fonctions de A , de sorte qu’on 
# 


ainsi que 


ZT Q ? 
aura = —0: A, et 2 — 4: A. Soient x’ et y’ l’arc et la 


surface d’un autre secteur dont l’angle est A et le rayon 7’; 


nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables ; et 
! 


puisque l'angle À est égal de part et d'autre, on aura 


1 
=?" AS et —y A Donçris ep ne Lip + ENT ASUS 
donc les arcs semblables ou les arcs des secteurs semblables 


sont proportionnels aux Tayons , et les secteurs eux-rnémes 
sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

Il est clair qu’on prouverait, de la même maniere , que 
les spheres sont comme les cubes de leurs rayons. 

On suppose, dans tout ce qui précede, que les surfaces se : 
mesurent par le produit de deux lignes, et les solidités par 
le produit de trois; c’est ce qu'il est facile de démontrer 
aussi par voie d'analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont p et q, et sa surface qui est une fonction 
dep et q, représentons-la par ©: (p, q). Si on considere 
un autre rectangle dont les dimensions sont p +-p'et q, il 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres, l’un 
qui a pour dimensions p et q, l’autre qui a pour dimensions 
p' et q ; de sorte qu’on aura 

pl PE CPR) ER pr TEE a). 
Soitp'=—p,onaurao(2p,q)—=20(p, q) Soit p'— 
2P;yon aurao (3p, q)—9{p, g) FO (2p, q)=8B © 
(p, q). Soitp'—3p,on aurao(4p,qg)—90{(p,q)+# 
P(3P;q)—49(p,g). Donc en général, si À est un nombre 
entier quelconque, on aura @ (À p, q)—=# © (p, qg) ou 
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# 
9 (CP: q) POP AE) Il résulte de la que 9: 9) est une 


telle fonction dep, qu’elle ne change pas en mettant à la. 


place de p un mnltiple quelconque 4p. Donc cette fonction 
est indépendante de p , et ne doit renfermer que q. Mais 


o(p;4q) 
q 


ne renferme ni p ni g, et ainsi cette 


par une raison semblable doit être indépendante 


quantité doit se réduire à une constante «. Donc on aura 
@(pq)—=ap q; et comme rien n'empêche de prendre 
« —1,0n aura O(p, q)—p q; ainsi la surface d’un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d’une maniere absolument semblable, 
que la solidité d’un parallélepipede rectangle dont les di- 
mensions sont p, q, r, est égale au produit p q r de ses trois 
dimensions. 

Nous observerons, au reste, que la considération des 
fonctions, qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déja été 
employée avec succès pour la démonstration des principes 
fondamentaux de la Mécanique. Voyez les Mémoires de 
Turin , tome II. 

Enfin, quoique la théorie précédente soit établie sur les 
fondements les plus solides , nous ne devons pas dissimuler 
qu’elle a été attaquée par M. Leslie, célèbre professeur 
d'Édimbourg , dans ses élémens de géométrie, 2ème et 3ème 
éditions ; mais sans entrer dans aucun détail à ce sujet , îl 
nous suffira de dire que les objections de M. Leslie ont été 
pleinement réfutées, d’abord par M. Playfair, son compa- 
triote, dans l'Édimbure Review Tome XX , et ensuite par M. 
Maurice, de l’Académie des sciences de Paris, dans la 
Bibliothèque universelie de Genève, Octobre 1819. On peut 
voir aussi la discussion de ces mêmes objections, dans 
l'Édition Anglaise de nos élémens donnée par M. David 
Brewster, Édimbourg 1822. 


LE 
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NOTE Ill. 
Sur l approximation de la proposition XVI, 
at livre IF. 


Dès qu’on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui 
s'accordent dans les premiers chiffres, on peut achever le 
calcul d’une maniere très-prompte par le moyen d’une for- 
mule algébrique. 

Soit a le rayon déficient et b l’excédant , dont la diffé- 
rence est petite; soient a’ et D’ les rayons suivants qui s’en 


b 
déduisent par les DIEU D'ESV/ ab, a = (a Fa ) 


Ce que l’on cherche, c’est le dernier terme de la suite a, d!, 
a”, etc., qui est en même temps celui de la suite & , b', b", 
etc. Appelons ce dernier terme x, et soit b—a (1 +); 
on pourra supposer r —a (1 +P &©+4-Q w° +etc.), Pet Q 
étant des coëfficients indéterminés. Or les valeurs de b' et a’ 
donnent 
b'—a(x+:0—-{0"+ etc )5 
a'—a(1+4:0—,50°+#etc.). 
Et si on fait pareillement b'—a' (1+-w'), on aura 
O'—+0—-È etc. 
Mais la valeur de x doit être la même, soit que la suite a, 
a!, a”, etc. commence par & ou par a'; donc on aura 
a(1+Po+Qu*+etc.)—a(1+P&+Qu'*+etc.). 
Substituant dans cette équation les valeurs de a’ et de w' 
ena et &, et comparant les termes semblables, on en dé- 
duira P—+,et Q——-"; donc 
x=a(i+ro—-70u?). 
Si les rayons a et b s'accordent dans la premiere moitié de 
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme «*, et la valeur 
b— a 

3 
Ainsi, en faisant a—1, 1282657, et b—1, 1286063 , on 
en déduira immédiatement x —=1, 1283792. 

Si les rayons a et d ne s'accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres , il faudra prendre les trois termes de 
la formule précédente ; ainsi en faisanta— 1, 1265639 et 
b—1, 1320149, on trouvera #—1, 1283791. 


précédente se réduira à x = a(i1+5@)=a + 
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On pourrait supposer que a et b sont encore moins prés 

Pun de l’autre; mais alors il faudrait calculer la valeur de 
æ avec un plus grand nombre de termes. 

L’approximation de la prop. XIV, qui. est de Jacques 

Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren- 

voyons à l’ouvrage de cet auteur, intitulé : Vera circulr et 


hyperbolæ quadratura , ouvrage d’un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 


NOTE IV. 


Où l’on démontre que le rapport de da circon- 
Jférence au déametre et son quarré; sont des 
nombres irrationnels. 


Considérons la suite infinie 
GR A I a 
GAP er EN TR er mRrTTT LE TA LUE 
a 
et supposons que ®.z en représente la somme. Si on met 
z+-1 à la place de z,0:(z+-1) sera pareïllement la somme 
de la suite 


TL 
dont le terme général est 


e 


VE a° a ri c° 
HT cz Na LS A3 Dimps a 0 


Retranchons ces deux suites, terme à terme, l’une de l’autre 


et nous aurons @:z—%:(2—+1) pour la somme du reste 


qui sera 
a a? ER a° 


—- etc. 


Mais ce reste peut être mis sous la forme 


a 
2.241 Ca | at CR .3+-3 


I a° 


—<-etc.), 


et alors il se réduit A O:(2+2). Dane on aura 
généralement | 
«a 
P:z2—P:(2+1) — D ami T: (242). 
Divisons cette équation par ®: (4-1), et, pour simpli- 
fier le résultat , soit 4 : z une nouvelle fonction de z, telle 
Douz. ed, 19 
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ue à sat | An alors o tt 2, 
LE ——— ; n pourra mettre 
À HAS. ut UE LL F z4:z 
au lieu de - LE T ; Nr) lieu de 
? MZ HT) a 
9: (z+2) 


———— La substitution faite, on aura 
9: (241) ” 
a 
AR das PE à 
3+ b:(z+1) 
Mais en mettant successivement dans cette équation z +- 1, 
z +2, etc., à la place de z, il en résultera 


Vs 


de a 
CRUE Run (z+2) 
Y:(2+2)—= £ ; etc. 


z+2+4V:(z4+3) 
Donc la valeur de 4 :z peut s'exprimer par la fraction 
continue : 


a 
2—=- a 
+ BR  (UG 
A PR PERDRE GR 
z +-2 - etc. 
Réciproqueinent cette fraction continue, prolongée à l’in- 
SA a $9:{(3+47 
fini, a pour somme 4 : z, ou son égale —. Su id» 
z +. 


cette somme, développée en suites ordinaires, est 


2 


LE, ——————— tc. 
re PP TN Le 


2 


a 
DEAN VAE 722 2 8 te. 
AE Le Er 


Soit maintenant z—+, la fract:on continue deviendra 


24a 
is CEA 
Er 


dans laquelle ies numérateurs, excepté le premier , sont 
tous égaux à 4 a, et les dénominateurs forment la suite 
des, nombres impairs 1, 3, b,7, etc. La valeur de cette 
fraction continue peut donc aussi s'exprimer par 
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24. 
ka 16 a° 64 a° 
SCT etc. 


Mais ces suites se rapportent à des formules connues , et on 
sait qu'en représentant par e le nombre dont le logarithme 


hyperbolique est 1, l'expression précédente se réduit à 


eV4a_ger2Va 
———. V/a; de sorte qu’on aura en général 
eVa4e-2Va $ 
e2Va_gr2Va , … 
—————. 21 /a—=— a 
DUT 
b + etc 


De là résultent deux formules RP RAe selon que a est 
positif ou négatif. Soit d’abord 4 a = x°, on aura 


Fi PR 
ER ER : 
e +e LR RE 

5 + etc. 


Soit ensuite {a — x°,et en vertu de la formule connue 


eV —1 a ae Ve 
= V/— 1. tang. x, on aura 
ervV—1 > TEV : 
tang. x — : T° pe 
2 


TIR 2 


7 — êtc. 


Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démons- 

tration. Mais il faut, avant tout, démontrer les deux 

lemmes suivants. 
Lemme I. Soit une fraction continue prolongée à l'infini, 


mm ' 
Es m 7 


n' PR Ad 
| | n" + etc. 
dans laquelle tous les nombres m,n,m’,n', ete. sont des 
entiers positifs ou négatifs ; si on suppose que les fractions 


19. 
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in m'm' # 
composantes Pa LE NÇR etc. sotent toutes plus petites que 


î 


l'unité, je dis que la valeur totale de la fraction continue 


_sera nécessaire-nent un nombre 1rrationnel. 


D'abord , je dis que cette valeur sera plus petite que 
l'unité, En effet, sans diminuer la généralité de là fraction 
continue , on peut supposer tous les dénominateurs » 20 
n", etc. positifs ; or, si on prend un seul terme de la suite 


m 
proposée , on aura , par hypothese, — < 1. Si on prend les 
n 


! m' 


deux premiers, à cause de je 1 ,ilest clair que 7 -+— 
n 


est plus grand que 7— 1 : maïs 72 est plus petit que z; et, 


puisqu'ils sont l’un et l’autre des entiers , 7 sera aussi plus 
! 


| m | ce 
petit que 7 + —. Donc la valeur qui résulte des deux 
0) 


termes 


mnt 
’ 


y mt 
nn + — 
n' 
est plus petite que l’unité. Calculons trois termes de la 


fraction continue: proposée ; et d’abord , suivant ce qu’on 
vient de voir , la valeur de la partie 


ME m [4 


HT nm 
7è 


sera plus petite que l’unîté. Appelons cette valeur 6 , etil 


est clair que sera encore plus petite que l’unité : donc 


7+v 
la valeur qui résulte des trois termes 
ÿ ! 
R+T— mn 
n+— mm 
LR Eterr 
n 


est plus petite que l’unité. Ccntinuant le même raisonne- 
ment, on verra que, quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée , la valeur 
qui en résulte est plus petite que l'unité; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à linfini, est aussi plus 


ÿ 
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petite que l’unité. Elle ne pourrait être égale à l’unité. que 
dans le seul cas où la fraction proposée serait de Ia forme 

m 
rn' À 
. M 4-1 — m' 
a FE en UT 
dans tout autre cas elle sera plus petite. 
Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue 
proposée soit égale à un nombre irrationnel , supposons 


qu’elle est égale à un nonfbre rationnel , et soit ce nombre * 


= 


—, Bet À étant des entiers quelconques ; on aura donc 


B M 
Tu n (peer n" 
n' mr — 
—+- etc. 
Soient C, D, E, etc. des indéterminées telles qu’on ait 
! 
L'Europe 
mr 111 
ñ hors 
n'! + etc. 
D 4 
—— — m!! 
(44 y 
C (] En pe pe 
CAT he ete. 


etainsi à l'infini. Ces différentes fractions continues ayant 
ous leurs termes plus petits que l'unité , leurs valeurs ou 
BCDE D dr 
sommes — VE CD etc. seront plus petites de é tps: 
suirrant ce qui vient d’être démontré , et ainsi on aura 
B<A,C<B,D<C, cte.; d’où l’on voit que ia suite À, 
B,C,D,E, etc. est décroissante à l'infini. Mais l’enchai- 
nement des fractions continues dont il s’agit donne 


B mt , s , 

2 Sp SA pole 538 résulte C—mA—ntB;, PORT 
B Eu 

C nm gr HUE 

———— D; d’où résulte D=mB—7cC, 

B x+— 
C 

D mm! 

— E; d’où résulte E — 7»#"C #7!" D, 

C a 


etc. etc. 
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Et puisque les deux premiers nombres A et B sont entiers 
par hypothese , il s'ensuit que tous les autres C, D, 
E , etc., qui jusqu’à ce moment étaient indéterminés , sont 
aussi des nombres entiers. Or, il implique contradiction 
qu’une suite infinie À , B, CG, D, E, etc. sort à-la-fois dé- 
croissante et composée de nombres entiers; car d’ailleurs 
aucun des nombres À ; B,C,D,E, etc. ne peut être zéro, 
puisque la fraction continue prisée s'étend à l'infini, et 


qu'ainsi les sommes représentées par ro D’ C’ etc. doivent 


toujours être quelque chose. Donc l’hypothese , que la 
somme de la fraction continue proposée est égale à une 


LL e B L2 e 
quantité rationnelle 7° ne saurait subsister ; donc cette 


somme est nécessairement un nombre irrationnel. 
LEwme Il. Les mémes choses étant posées , si les fractions 
| m m’m” , 
composantes —, — ——, etc. sont d’une grandeur quelcon- 
n n’ n/! 
que au commencement de la suite ; mais qu’après un certain 
Entervalle , elles soient constamment plus petites que l’uruté ; 
Je dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu’elle s’étende à l’infint, aura une valeur irrationnelle. 
! MECS E ESS (11 1 EL 
su mn 
Car, si à compter de ——., par exemple , toutes les, frac- 
9 ni" 9 L2 Fa 


: nm" me" mm fo piaens A pod 
tions RU Nine etc. a l'infini, sont;plus petites que 


l'unité, alors, suivant le lemmeé I, la fraction continue 


aura une valeur irrationnelle.:Appelons cette valeur w, et 
la fraction continue proposée deviendra 


m ï 
+" “yn" 
Tr 
Aiirhs 
Mais sion fait successivement 
N 11 ( 
; rt at mi fige mt RTE 
rs te, ee mme 3 _——— & 
no An Lo! n +0" 
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il est Nes que , w élant irrationnelle , toutes les ARE 


w’, w!!, w!!!, doivent l’étre parcillément. Or, la derniere vw! 


est égale à la fraction continue proposée ; donc Ja valeur de 
celle-ci est irrationnelle. | 
: Nous pouvons maintenant , pour revenir à notre sujet, 


démontrer cette proposition générale. 
THÉORÈME. 
d +: 40 
St un arc est commensurable avec le rayon, sa tangente 
sera tncommensurable avec le méme rayon. 
: + | Lt À IE j 
En effet , soit le rayon — 1 et l'arc x — T7et nr étant 
des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnera, 
en faisant la substitution , 
m Im k 
tango es 7e 
S 7 


D — ——— 


m° 
372 — m 

p GPS eve 
Or cette fraction continue est dans le cas du lemme Il; car 
il est cl#ir que les dénominateurs 3 2, 572,17n, etc. aug- 
mentant continuellement , tandis que le numérateur m»° 
reste de la même grandeur, les fractions composantes seront 


ou deviendront bientôt plus petites que l'unité, donc la 


mn . . « 
valeur de tang. __ est irrationnelle ; donc, s£ l’arc est com- 
ns 


mensurable avec le rayon, sa tangente sera incommen- 
surable. 

De là résulte, comme conséquence très-immédiate , la 
proposition qui fait l’objet de cette note. Soit 7 la demi- 
circonférence dont le rayon est 1; sit était rationnel, l’arc 


— le seraït aussi, et par conséquent sa tangente devrait être 

Te “ . 

irrationnelle : mais on sait, au contraire , que la tangente 
, ur , lue : 

de l’arc 3 ‘est égale au rayon 1 ; donc % ne peut être ration- 


nel. Donc le rapport de la circonférence au FE ; a 
un nornbre trrationnel (1). 


(x) Cette proposition a été démontrée pour la premiere fois par 
Lambert, dans les Mémoires de Berlin , 3nnée 1761. 
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Il est probable que le nombre x n’est pas même Se de 
dans les irrationnelles algébriques , c’est-à-dire, qu'il ne 
peut être la racine d’une équation algébrique d’un nombre 

‘ fini de termes dont les coëfficients sont rationnels : mais il 
paraît très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
position ; nous pouvons seulement faire voir que le quarré 
de % est encore un nombre irrationnel. 

En effet, si dans la fraction con 


inte qui exprime tang. +, 
on fait rx —T, à cause de tang. T — 0, on doit avoir 


Te # < 
0—=3—— an 0 Li 


: 72 
Mais si &° était rationnel, et qu’on eût %° — ap on et 2 


étant des entiers , il en résulterait 


à 
's m 
SE RAM ES : 
7—— mm 
PET ro iete. 
Or , il est visible que cette fraction continue est encore 
dans le cas du lemmag II, sa valeur est donc irrationnelle , 
et ne saurait être égale au nombre 3. Donc le quarré du 
rapport de la crconférence au diametre , est un nombre 
irrationnel. 
à NOTE V. 


Où l’on donne la solution analytique de divers 
problémes concernant le triangle , le quadri- 
latère inscrit , le parallélepipede et la pyra- 
mide triangulaire. 


PROBLÈME PREMIER. 


Étant donnés les trois côtés d’un triangle , trouver sa sur- 
face , le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cr- 
.conscrit. 

fig. 126. Soient les côtés BC — «a, AC—=D, An c>: si du som- 
met À on abaisse la Seau ue AD sur le côté opposé 


2.5. BC, on aura” Vas AD L BC — 2BC X BD ; done BD — 


NOTE Y. 207 


| 2 ee pa : 
* E=. + Cette valeur donne j F0 BD ou D à €: 


8. que es )= Rs ie donc AD 
k a° i 


AN 2 RME 2 
2% pti arer— (arter—0)] Soit S l'aire du triangle, 
” 2 & 


on aura $ — + BC X AD ; donc 


S=p/[ua*c° (a +-c?— By F- 1/(2a°b?+2a°c?+2b°c°-at-btct) 


Cette formule peut encore se réduire: à une autre forme 
plus commode pour le c alcul Ne; pour cela il 
faut observer que la quantité 4a° c°— (a°+-c° —b°)" est 
le produit des deux facteurs 2 ac+-(a*+c°—b*) et 2 ac — 
a +c°—b°); le premier = (a+ c)°—b? — (a+-c+46) 
(a+c—b); le second—6"—{(a—c)=(b+a—c) (b—atc+); 
donc on aura 

S—2{p/[(a+b+c) (a+b—c) (a+c—b) b4+c—a), 
a+b+c 


Enfin si on fait —p, ce qui donne a+b<+c—9p, 


a+-b—c—2p—20c, a+-c—b—2p—92b, b+-c—a—2pn—2a, 
on aura encore plus simplement 
S—=V/(p.p —a.p—b.p—c). 

D'où l’on voit que pour avoir la surface d’un triangle dont 
les trois côtés sont donnés , il faut prendre la demi-somme 
des trois côtés, de cette demi-somme retrancher successive- 
ment chacun des côtés , ce qui donnera trois restes, multi- 
plier ces trois restes entre eux et par la demi-somme des 
côtés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cette 
racine sêra l’aire du triangle. 

Soïent maintenant z le rayon du cercle circonscerit au 
triangle , et z le rayon du cercle inscrit dans ce même tri- 


. angle, on aura suivant la prop. xxxtr, liv. 111, 


+ abc 2 S LE 
bu —————-; donc.en substituant la 


S À OPARNOPRUL ES 


valeur trouvée de S, il viendra 


2 NS 4 abc LION AA PT) : 


V/ (pp —a.p—b.p —c) P 


ÈS ; = 
PR 


fig. 135. 
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PROBLÈME Il. 


Etant donnés les quatre côtés d’un quatirilatere inscrit , 
trouver le rayon du cercle , la surface du quadrilatere et 
ses angles. 

Soïent les côtés donnés AB—a , BC—b, CD—c, DA—d, 
et les diagonales inconnues AC=—x, BD=—Yy, on aura , sui- 
vant le théor. 33, lis III, Es : bd et agé ie “ 
y ab+cd 


d’où l’on tire 


pe te ct, vb, names 


Mais, suivant le problème précédent , le rayon du cercle 


circonscrit au triangle ABC, dont les côtés sont a, b, x, peut 


: ab x 
s’exprimer par la formule 3 — 


 L/[4ab—(a4bx)] 
Substituant au lieu de x la valeur qu’on vient de trouver 
et décomposant le résultat en facteurs , on aura 


jt V4 | (ac+bd) (ad+bc) (ab+cd) | 


(a+b+o—d) (a+b+d—0) (a+c+d—b) (b+c+d—a) |" 


Cela posé , l'aire du triangle ABC — s 


L 
, celle du trian- 


2edx 


gle ADC — © 


; donc Paire du quadrilateré ABCD = 
. (ab+-cd) x 
3° FR TES TE D COR EL 


pi FE HI US & 
—}/[(a+b+c—d) (a+b+d-c) (a4-c+4-d—b) (b+4-c+4-d-a)]. 
Et sion fait, pour abréger ,p—+(a+b—+c+d),0on 
aura l’aire ABCD —y/ (p—a.p—b.p—c.p—d). Enfin pour 


avoir l’un des angles, par exemple, l’angle B , on obser- : 


ab — x? 
2 ab 


substituant la valeur de x et réduisant , ou aura cos B — 
a +b—c— d. 1 — cos B 


vera que le triangle ABC donne cos B— 


. De là on tire , ou tang.° = B 


2 ab+ 2 cd 1 +- cos B 
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_ (c+a)’ me (ere) __ (a+c+4-d—b) (b4-c+4-d— a) 
(a+) HET)  (a+-b+4-c—d) (a+4-b+4d—0) 


— à . p—b 
tang. = B=1 2) 


Donc 


PROBLÈME Iïl. 


Dans le quadrilatere ABDC dont les angles opposés B 
et C sont drotts, étant donnés les deux côtés AB, AC avec 
l’angle compris BAC , trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. vf 
Soit AC— 6, AB—c, et l’angle RCE — À ; si l’on pro- 
longe BD et AC jusqu’à leur rencontre en E, le triangle 
BAE rectangle en B, cü l’on connaît l’angle BAE et le côté 


— b. Ensuite 


AB, donnera AE — LEE donc CE — 
cos À cos 


je triangle DCE rectangle en C , où l’on connaît le côté 
CE et l’angle CDE — A, donnera CD —CE cot A — 


— b— À 
né da à œ On aura donc semblablement BD — das vs 
sin À sin À 


Ce sont les valeurs des deux côtés cherchés du quadrilatere. 
De-là résulte la diagonale AD —1/ (AC + DC) nn 
ve (a+ Le -b cos buses, a +c°—920c sa A) ie NE 


sin À sin À 
le triangle BAC on aurait BC — L/(b*+-c°—26c cos A). 
Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles Ar in 
est à la diagonale BC qui joint les deux angles droits : I 
:sin À. | 
Scholie. La diagonale AD est en même temps le dia- 


inetre du cercle dans lequel le DOS ABDC serait 


inscrit. 


Dans ce cercle on aurait l’angle ABC — ADC, ne en 


abaissant CF perpendiculaire sur AB, les triangles BFC, 
ADC sont semblables et donnent AD :BC::AC:FC::: 
sin À ; ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 


fig. 259. 


| fig. 278. 


À UE 
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PROBLÈME IV. 


Étant données les trois arétes d’un parallélepipede avec 
les angles qu’elles font entre elles, trouver la solidité du 
parallélepipede. _ 

_ Soient les arêtes SA—f, SB—g, SC—2, et les angles 
compris ASB—}, ASC —6 , BSC— «. Si du point C on 
abaïsse CO perpendiculaire sur le plan ASB , le triangle 
rectangle CSO donnera CO —CS sin €SO— Z sin CSO. D’ail- 
leurs la surface du parallélogramme ASBP — /fg sin y. Donc 
si on appelle S la solidité du parallélepipede ST , on aura 
S— fgh sin à sin CSO. Il reste à trouver sin CSO. 

Pour cela du point S comme centre et d’un rayon — 1, 
décrivez une surface sphérique qui rencontreenD ,E,F, G, 
les droites SA , SB, SC, SO; vous aurez un triangle DEF 
dans lequel l’arc FG est perpendiculaire sur ED , puis- 
que le plan CSO est perpendiculaire sur ASB. Or le 

triangle DEF, où l’on a les trois côtés DE, DF— 


COS 6— COS & COS y 


6,EF—%, donne cos E — ,etsin E — 


sin œ sin Y 
L/(1— cos” à — cos”? 6 — cos? y 4- 2 cos « cos 6 cos y) 
sin & Sin y ; 
Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO 
— sin E sin EF=—sin « sin E. Donc S—/2# sin « sin y sin E: 
ou | | j 
-S—=fghy/ (1—cos° x — cos" 6— cos? y+42 cos «à cos 6, cos y), 
Dans cette expression la quantité sous le radical est le 
produit des deux facteurs sin « sin y + cos 6— cos a COs y et 
sin & Sin y—COS 6+- COS & COS y: Le premier—cos 6— cos (a+) 
CGT … BY T0 
PATRON 


2 Sin le second—cos (4—y)—cos 6 


= 2sin 


SAP AN DAS ME 2 à Donc la solidité cherohée 
2 2 


e y. atyr 6. Eye 
De 2 )uA VA a En ain Sn | ? 
2 2 2 2 


CRT Sc" | SP VOTE RENTE" A * PORN ER 
' ; | Pa } É TN. 


a 


à 


NOTE y. 3or 
PROBLÈME V. 


Les mêmes choses étant données que dans le probléme 
précédent , trouver l'expression de la diagonale qui joint 
deux sommets opposés. ne 

Soit la diagonale de la base SP—z ét la diagonale 
cherchée ST — x ; le triangle ASP dans lequel cos SAP 
—— cos y, donnera z°—f? +2" +2fxcos y; pareillement 


je triangle TSP dans lequei cos TPS—— cos CSP , con- 


nera 4° z° ++ 2hz cos CSP. Il ne s’agit plus que 
d’avoir le cosinus de l’angle CSP ou de l'arc FH : or 
dans le triangle sphérique EFH , on a cos FH — 
cos EF cos EH + sin EF sin EH cos E ; substituant les 


COS 6 — COS « COS ANS 
valeurs EF — 4 et cos E = "7 , il viendra 


sin & Sin y 
ain EH 

cos FH — cos x cos EH +- — 
sin 


(cos 6— cos à cos y) — 


sin EH cos Gi. sn (y — EH). cos « ii sin EH cos 6+-sin DH cos «. 


Sin y sin y sin y 
Donc 22z cos FH, ou 222 cos CSP = 22 cos €. 
in EH in DH 
Leu qigz COS «. FES SEE Maïs dans le triangle BSP 
Sin y sin y 
| SP sin BSP SP sin BPS 
P=——— et 1B$ = 1 
on a B TT SEP e Zn SEP ? ce qui donne 
z sin EH ., zsin DH 


Jet — g. Donc 222 cos CSP 72 
Y 


sin Y sin 


cos 6+-2gh cos «. Donc enfin le quène de la diagonale 


cherchée : 


u—=f" +8 +h+2fg cos y +2fh cos 6 + 28h cos a 


Corollaire. L’angle solide À est formé par les arêtes 
f,g, h, faisant entre elles deux à deux les angles 200°—+, 
200°—6, «3; ainsi il suffit de changer les signes de cos ik et 


—— 2 


cos 6 dans l’expression de SE pour avoir celle de AM. 
Faisant de même pour les deux autres diagonales , on aura 
les valeurs de leurs quarrés comme il suit : 


fig. 278. 


| * 14. 3. 


fig. 278. 
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ST —f° Le ++ 2fg cos y+2fh cos 6+2$gh cos a 
AM f° + g +R — 0 fg cos y — 0 fh cos 642 g h cos « 
BN—f ++ R— 2 fg cosy+2fhccs 6—2ghceos « 
CP=f Le th ofe cos y—2fh cos 6—2ghcosax 
De là on tire ST + AM BN + CP — Lf +4 +4. 
Donc, dans tout parallélepipede , la somme des quarres des 


quatre dagonales est égale à la somme des quarrés des 
douze arétes. Ce théorème remarquable et analogue à celui 
(] 


qui a lieu dans le parallélogramme *, pourrait se déduire 


immédiatement de ce dernier. Car au moyen des parallélo- 
grammes SCTP, ABMN ,on a 


ST + CPL ASC SP, 

AM-+ BN =—- 2 BM + 2. AB. 
Ajoutant ces deux équations et observant qu’on a SC—BM 
et SP + AR 2 SA + 2SB, il viendra ST + AM + 
BN+CP—4SA+4SB+4SC. 


PROBLÈME VI. 


Étant données les trois arétes qui aboutissent à un méme 
sommet d’une pyramide triangulaire , et les trois angles 
que ces arêtes forment entre elles , trouver la solidité de la 
pyramide. 


Soit SABC la pyramide triangulaire proposée | dans 
laquelle on connaît les arêtes SA — f, SB—3g, SC—= 2, 
et les angles compris ASB=—+, ASC—6, BSC— a. Si 
sur les arêtes SA, SB, SC, données de grandeur et de 
position , on décrit le parallélepipede ST , la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le 
sixieme du parallélepipede ST. Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyramide, on aura, d’après le probl. 1v, 
P—fghy/(1—cos®a — cos°6— cos*y+-2 cos 4 cos 6 cos y) 
ALT sin = sn Ne tnt 


où P—< f2h V/Tsin 
2 2 


L c 
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PROBLÈME VIl. 


Étant donnés les six côtés ou arétes d’une pyramide tri- 
angulaire , trouver sa solidité. 

Si l’on conserve les mêmes dénominations que dans le 
problème précédent , et qu’on fasse de plus BC — /j", 


2 207 LÆ 
CA=g", BA—?", on aura cos y nr Pa id , COS 6 — 
28 
7/1 2e f 2 2 h2=—= 12 
Lire 00 AMAR Substituant ces va- 
af h | 2gh 


leurs dans la formule trouvée, et faisant pour abréger 
BR SO —T, f° ro G, fee ASE 
on aura la solidité demandée 

PSV (AS g hf EF —g G—h H° +FGH). 

Dans l’application de ces formules on observera que f”, 
g', k', désignent les côtés d’une même face ou base, et 
38 À, les trois autres arêtes , qui aboutissent au sommet, 
leur disposition étant telle que f est opposée à f’,gàg 
etza/. 

Scholie. Soit À la somme des quatre triangles qui com- 
posent la surface de la pyramide, soit r le rayon de la sphere 
inscrite ; il est aisé de voir qu’on a P—AX2r; car on peut 
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de la sphere, 
et pour bases, les différentes faces de la pyramide. On a 

3P 


donc le rayon de la sphere inscrite r — ie 


PROBLÈME VIlli. 
Fe 


Les mêmes choses étant données que dans le probléme VT, 
trouver le rayon de la sphere circonscrite à la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB, 
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan 
SAB ; soit pareillement N le centre du cercle circonscrit 
_au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
point N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires sitnées 
dans un même plan MDN perpendiculaire à SA, se ren- 
contreront en un point O qui sera le centre de la sphere 


fig. 278. 


fige 279° 


\ 
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circonscrite ; car le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire MO , est à égale distance des trois points S, 
B, A ; et ce même point ; comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO , est à égale distance des trois points 


S,A,C; donc il est à égale distance des quatre points S, . 


AS BC: 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le 
plan SAB , au moyen du quaürilatere SDMH, dont les 
deux angles D et H sont droits, et où l’on a SD—2:#f, 
SH—;g,et ASB—7. Donc 6n aura (d’après le pro- 


blème 111), DM un semblablement on aura 
DN Sant At 6 
sin 6 
Appelons D l’angle MDN qui mesure l’inclinaison des 
deux plans SAB, SAC ; dans le triangle sphérique dont 
a, 6, y, sont les côtés, D sera l’angle opposé au côté «, et 
COS x — COS y COS 6 


ainsi on aura cos D — , de sorte que 


sin y sin € 
l’angle D peut être supposé connu 

Cela posé, dans le quadrilatere OMD N dont les deux 
angles M et N sont droits , et où l’on connaît les deux 
côtés MD, DN et i’angle compris MDN —D, on aura 


par le problème 111, le quarré de la diagonale OD — 


2 — 


DM + DN — 2 DM X DN cos D 
sin* D 

O SD rectangle en D, on aura SO OD + SD: cest la 

valeur du quarré du rayon de la sphere circonscrite. 


. Ensuite dans le triangle 


Si on fait la substitution des valeurs de DM, DN et. 


ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d’avoir 


immédiatement l’expression du rayon SO, par le moyen 


des données du problème vr, on trouvera pour résultat : 


frsinratgsin? 64 h2sin? Y—-2 /8 (cosy —cose cosa) 
SO—: V” —2fh (cos—cosdcosy)—2gh (cosa — cosy cos £) 


1— COS? & — cos? 6 — cos? ÿ #2 cos «cos E cosy 


En ; 


DIN TT a le 
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NOTE VI. 


Sur la plus courte distance de deux droites non je 


situées dans le méme plan. 


Soient AB, CD, deux droites données , non situées dans le 
même plan , dont il s’agit de trouver là plus courte distance. 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD Fun en C, l’autre en D; des 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB; 
dans le plan ABD menez DE parallele et AE perpendiculaire 
à BA, ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAE 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le 
plan CDE menez IK parallele à DE jusqu’à la rencontre "de 
CD en K, faites AL—IK et joignez KL; je dis, 1° que la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
données AB, CD; 2° que cette même droite KL est lus 
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes 
AB, CD, et qu’ainsi KL, ou son égale AT, est la plus courte 
distance demandée. R 

En effet, 1° les trois droites AB, AC, AE étant par 
construction perpendiculaires entre elles , l’une d’elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; ; donc AB 
est perpendiculaire à AT; d’ailleurs KI est parallele à à DE, 
et DE à AB, donc KI est pal a AB, et puisqu'on a fait 
AL—=KI, il s’ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 


Cela posé, l’angle AIK est droit ainsi que AIC, donc la 


droite AL est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; donc 
sà parallele KL est perpendiculaire au même plan CD 
et par conséquent est perpendiculaire à CD. Donc, 1° la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux déux droites 
AB, CD. " 

2° Soit Mun point quelconque de la dreite CD; si par 
ce point on mene MN parailele à DE ou à AB, la distance 
du point M à la droite AB sera égale à AN, puisque l’angie 
BAN est droit. Or on a AN > AI; donc AL est la plus courte 
distance des lignes données AB, CD. 

Soient les perpendiculaires CA — a, et DB—AE—b, 

Douz. éd. 20 


fig 280. 
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on aura CE (a° +. 6°); et parce que l aire du triangle 
ACE s’ exprime également par ; : ACXAE et par; CEX AI, 


aTE ACXEA ab LS | 
on aura AI = — 
CE Ÿ. ÆHe) est l’expression 


de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps on fait la distance AB—c, et qu’on 
appelle À l'angle compris entre les deux lignes données, 
c'est-à-dire l'angle CDE, compris entre la ligne CD et une 
parallele DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en E 

e - 
A Ce A 2 à 
CE + ED—= &° + 8° + c°. De là on tirerait 


d CDE— Le AE 
onnera cos ED ou cos À — 


_— 2 


car on a CD 


+ b° 
angsi sin À CLIN Et ral dt et cot À mue 14 Sri 
Cent BAR of (a+); 
NOTE VII. 


Sur les polyèdres symmétriques. 


C'est pour plus de simplicité que nous avons supposé 
dans la déf. 16, liv. VI, que le plan auquel les polyèdres 
‘symmétriques sont rapportés, est le plan d’une face : on 
pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque, 
et alors la définition deviendrait plus générale, sans qu’il 
y eût rien à changer à la démonstration de la propos. ir, 
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée très-juste 
-de la manière d’être de ces deux solides, en regardant l’un 
des deux comme l’image de l’autré for née dans un miroir 
plan, lequel tiendra lieu du plan dont nous venons de 
parler. 


NOTE VIII. 
Sur la proposition XXV,, livre VII. 


Ce théorème qu'Euler a démontré le premier dans les 
Mémoires de Pétersbourg, année 1798 , offre plusieurs 
conséquences qui méritent d'étré développées. 

1° Soit a le nombre des triangles ; & le nombre des qua- 


NOTE VIII. + 907 
drilateres, c lenombre des pentagones , etc. qui composent 
la surface d’un polyèdre; le nombre total des faces sera 
a+-b+4 c+- d+- etc., et le nombre total de leurs côtés sera 
3a 4-40+4-5c+4-6d+4-etc. Ce dernier nombre est double de 
celui des arêtes, puisque la même arête appartient à deux 
faces , ainsi on aura 

| H—a+b+c4d+#etc. 

2A — 3a +-4b + 5c-+-6d+ etc. 
Et puisque, suivant le théorème dont il s’agit, S-+H—A 
+-2, on en tire 

2 Lis pe pré caupin 3c4-Ld+ ete. 

Une premiere remarque que fournissent ces valeurs , c’est 
que le nombre des faces 1 éme a-c-+e-+ ete. est tou- 
jours pair. 


4 
On peut faire pour abréger 6 —% +-2c-4-3d-+ etc., et 
alors on aura 


< 


Ai H+- 0, 
S—2+1:H420. | 
Ainsi dans tout polyèdre ün a toujours A><H,-etS > 
2 4-= H, où il faut observer que le signe > n’exclut pas l'éga- 
lité, attendu qu'on pourrait avoir 60. 
Le nombre de tous les angles plans du polyédre est 2:A,, 
celui des angles solides est S, de sorte que le ñombremoyen 


des angles plans qui forment chaque angle solide, est 


Ce nombre ne peut-être moindre que 3 ; puisqu'il faut 
au moins trois angles plans pour former un ‘angle solide ; 
ainsi on doit avoir 2 A > 3$S, le signe > n’excluant pas 


l'égalité. Si on met au lieu de À et S leurs valeurs en - 


Heto ,onaura 3 H-+4-6>6+42H4206,ou3H>15 po. 
Remettant les valeurs de-H'et w’en & ; 6, c ; ete’, ile 
résultera - " 38 an 
ART TER AP RRT enrOo 
d’où l’on voït que &, b, c, ne peuvent pas être zét® à-la- 
fois, et qu’ainsi il n’existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. 
Paisqu’on a H> 44-50, la substitution dans les valeurs 
de S et de À donnera S > 4 +20, et A >6 + 0. Mais en 
même temps ona 6 < 3H—15 ; et deläilrésulte S£2H—4, 


à : v 209, 


É: 


Dis 
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et À < 3H— 6, où l’on se souviendra que les signes > et 
< n’excluent pas l'égalité. Ces limites ont lieu généralement 
dans tous les polyèdres. Wir "à 

2° Supposons 2A>4S, ce qui convient à une infinité 
de polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans ou plus, on aura dans 
ce cas H>8 +0 , ou, en faisant la substitution, 

a > 8 +-c+-2d+4- 3e +etc. 
Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangu- 
laires; la limite H > 8 +-w donne S > 6 +6, et À > 2 +-wr2. 
Mais on a en même temps © <H—8 ; et de la résulte S <<H 
—92,A<92H-<—4. 

3° Supposons 2 A > 5S,, ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
quintuples , il en resultera H> 204-360, ou 

a>20+2b<+5c+48d+-etc. 
Et on aura en même temps S > 12 4-20, et A > 30 +5w; 
enfin de ce que &@ <+(H— 20), on tire les limites S <, 
2 (H—2), A < (He). 

On ne peut supposer 2A —68S; car on a en général 
2AÂA+20+12—=6S; donc il n’y a aucun polyèdre dont 
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou 
plus ; ét en effet la moindre valeur qu’aurait chaque ‘angle 
plan, l’un portant l’autre, serait l’angle d’un triangle équi- 
latéral, et six de ces angles feraient quatre angles droits, 
ce. qui est trop grand pour un angle solide. 

4° Gonsidérons. un-polyèdre dont toutes les faces soient 
triangulaires', on aura W—6 ; ce qui donnera À —<+H ,iet 
S_=2-1-+H.Supposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre:soient en jpartie quintuples, en partie sextu- 
ples ; soit p le nombre des angles solides quintuples, 4 celui 
des sextuples, on aura S—p+- gq et2 À —5p+-6q;,ce qui 


donne 6$S—2 A = p maison a d’ailleurs Ai H,etS— 


22H; doncp—6S—2A—12. Doncsi un polyèdre a 


toutes ses faces triangulaires, et que ses angles solides soient » 


en partie quntuples , en partie sextuples , les angles solides 
quintup les seront toujours au nombre de 12. Les sextuples 
peuvent être en nombre quelconque :. ainsi, en laissant q 
indét ® miné, on aura dans tous ces solides S = 12 +- g; 


H= 20 +29, A—=30o-+3q. 
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Nous terminerons ces applications par la recherche du 
nombre de conditions ou données nécessaires pour déter- 
miner un polyèdre; question intéressante, et qu’il ne paraît 
pas qu’on ait encore résolue. 


Supposons d’abord que le polyèdre soit d’ure espece dé- n 


terminée , c'est-à-dire qu on connaisse le nombre de ses 
faces, le nombre de leurs côtés individuellement, et leur 
disposition les unes à l’égard des autres. On connaît donc 
les nombres H,S,A,ainsiquea,b,c,d,etc.;ilne s’agit 
plus que d’avoir le nombre de données effectiyes , lignes ou 
angles, par le moyen desquelles le polyèdre peut être cons- 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit z le nombre de ses côtés ; il faudra 
27 -— 3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — » ; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation; ainsi la position de S— x sommets exigerait 3S — 
3n données, auxquelles ajoutant les 27 — 3% de la base, 
on aurait en tout 3$S—7— 3. Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand ; il doit être diminué du nombre de con- 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous avous 
appelé z le nombre de côtés de la base, appelons de même 
n', n", etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres #', #", etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent, 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la somme 
(nl—3)+4(72"—3)+(72"—3) + etc. Mais le nombre des 
termes de cette suite est H — 1, ec d’ailleurs 74-24-72" 
+ etc. —=2 À : donc la somme de la suite sera 2 A — 7 — 
3(H— 1). Retranchant cette somme de 3S— 7—3 ,ilres- 
tera 3S—2A-+-3H—6, quantité qui, à cause de S4+H— 
A-+-2, se réduit à À. Done /e nombre de données nécessaires 
pour déterminér un polyedre ; parmi ious ceux de la meme 
espece , est égal au nombre de ses arétes. 

Remarquez cependani que les données dont 1l s'agit ne 


fig. 287. 


dix 


_ ment égaux ; ils seraient cependant symmétriques l’un de 
_ l’autre, s'ils étaient construits de différents côtés du plan 
_ de la base. 
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doivent pas être prises au hasard parmi les lignes et les 
angles qui constituent les éléments du polyèdre ; car, quoi- 
qu’on eût autant d'équations que d’inconnues , il pourrait 
se faire que certaines relations entre les quantités connues 
rendissent le problème indéterminé. Ainsi il semblerait, 
d’après le théorème qu’on vient de trouver, que la connais- 
sance des arûètes seules suffit en général pour déterminer un 
polyèdre; mais il y a des cas où cette connaissance n’est 
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une infinité 
d’autres prismes qui auront des arêtes égales et placées de 
la même maniere. Car, dès que la base a plus de trois côtés, 
on peut, en conservant les côtés, changer les angles , et 
donner ainsi à cette base une infinité de formes différentes ; 
on peut aussi changer la position de l’arête longitudinale 
du prisme par rapport au plan de la base, enfin on peut 
combiner ces deux changements l’un avec l’autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arêtes où côtés n’au- 
ront pas changé. D'où l’on voit que les arêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

Les données qu’il convient de prendre pour déterminer 
un solide, sont celles qui ne laissent aucune indétermina- 
tion, et qui ne donnent absolument qu’une solution. Et 
d’abord la base ABCDE séra déterminée entre autres ma- 
nieres , si on connait le côté AB, avec les angles adjacents 
BAC ; ABC, pour le point C; les angles BAD , ABD, pour 
le point D, et ainsi des autres. Soi ensuite M un point dont 
il faut déterminer la position hors du plan de la base ; ce 
point sera déterminé, st, en imaginant la pyramide MABC, 
ou seulement le plan MAB, on connaît les angles MAB, 
ABM , et l’inclinaison du plan MAB sur la base ABC. Si 
on détermine, par le moyen de trois données pareilles la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan 
de la base , il est clair que le polyèdre sera déterminé abso- 
lument et d’une manicre unique, de sorte que deux polyèe- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 


Seb ts, 


LS k >. 
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Il n’est pas toujours nécessaire d’avoir trois données 
pour déterminer chaque sommet d’un polyèdre ; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déja déterminé dont 
l'intersection avec la base soit FG , il suffira, après avoir 
pris FG à volonté, de connaître les angles MGF, MFG; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit se 
trouver sur deux plans déja déterminés, ou sur leur inter- 
section commune MK qui rencontre le plan ARC en K, on 
connaîtra déja le côté AK, l’angle AKM , et l’inclinaison du 
plan AKM sur la base; il suffira donc d’avoir pour nouvelle 
donnée l’angle MAK. C’est ainsi que le nombre de données 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absolument et 
d'une maniere unique, se réduira toujours au nombre de 
ses arêtes A. à 

Le côté AB et un nombre À — 1 d’angles donnés déter- 
minent un polyèdre; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. D'où il suit que 
le nombre de condüions nécessaires pour que deux polyédres 
de la méme espece soient semblables, est égal au nombre des 
arétes moins un. 

La question qu’on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple si on ne connaissait pas l’espece du polyèdre, mais 
seulement le nombre de ses angles solides S, Déterminez 
alors trois sommets à volonté par le moyen d’un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la base du solide, ensuite les sommets hors de cette base 
seront au nombre de $ — 3; et la détermination de chacun 
d'eux exigeant irois données, il est clair que le nombre 
total de données nécessaires pour déterminer le polyèdre, 
sera 343 (S—3),;-ou 3 S—6. 

Il faudra donc 3 S— 7 conditions pour que deux polye- 
dres qui ont un égal nombre S d’angles solides soient sem- 
blables entre eux. à 


NOTE IX. 
Sur les polyèdres réguliers. ( Voyez l’appendice 
au livre VII.) 


Nous nous sommes attachés dans la proposition IT de cet 
appendice à démontrer l’existence des cinq polyèdres régu= 


fig. 222. 


fig. 243. 


fig. 244 
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liers, c’est-à-dire, la possibilité d’arranger un certain nombre 
de plans égaux de maniere qu’il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. Il nous a paru que dans d’autres 
ouvrages on suppose cet arrangement existant, sans trop 
en rendre raison; ou bien on ne le démontre , comme à 
fait Euclide, que par des figures compliquées et difficiles 
a entendre. 

Le problème de déterminer l’inclinaison de deux faces 


adjacentes du polyèdre, et celui de déterminer les rayons. 


des spheres inscrite et circonscrite, sont réduits dans es 
problèmes IIE et IV à des constructions fort simples ; mais 
il ne sera pas inutile d'appliquer à ces mêmes problèmes le 


calcul trigonométrique qui fournira d’ailleurs de nouvelles 


propositions. £ 

Soient a, d,c, les trois angles plans qui composent l’angle 
solidé O , et soit proposé de trouver l’inclinaison des plans 
où sont les angles a et b, on décrira du centre O le trian- 
gle sphérique ABC, dans lequel on connaïtra les trois côtés 
BC— a, AC—D, AB—c, et il faudra trouver l’angle C 
compris entre les côtés a et &. Or, par les formules con- 


COS c— cos a cos b 


nues , on a cos C — . Cette formule appli- 


sin a sin à 
quée aux cinq polyèdres réguliers , va nous faire connaître 
l'inclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ces 
solides. 

Dans le tétraëdre , les trois angles plans qui composent 
l'angle sohde S, sont des angles de triangles équilatéraux; 
soit donc la demi - circonférence ou l’arc de 200 —#+, on 


1 cos a —cos* a 
aura G—b—=c—#;"r; donc cos C— er 


sin° @ 
cos a(1—cosa) cos a \ s 
a = ———; mais On sait que cos + x 
I—Ccos° a 1+-cos a 


— +, donc cos C—+. 

Dans l’hexaëdre ou cube, les trois angles plans qui for- 
ment l'angle solide A, sont des angles droits; ainsi on a 
a—b—=c—=2À#7, et cos «a —o, donc cos C=—:0. Donc l’ angle 
de deux faces idiitentes est un angle droit. 

Dans l'octaëdre , si l’on fait a DAS—+ 7x, b— DAT 
COS + FT — COS? + 


== 7, C— TAS— 7, on aura cos C = ———— 
2 SIN = 


x is AE dt 
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# 
Or, cosir — 0, cos + Fr —+, sin +r—+1/3; donc cos C— 
— +. D'où l’on voit que l’inclinaison des faces de l’octaëdre 
et l’inclinaison des faces du tétraèdre sont deux angles, sup- 


pléments l’une de l’autre. 


Dans le dodécaëdre , un angle solide est formé de trois fig. 246. 


angles plans égaux, chacun, à l’angle d’un pentagone 


régulier ; ainsi, en faisant a— b—c—?7T, on aura 


cos a à ; res Ni T0 
cos C— ; Mais COS À T—— Sin -— FT — : 
Lou I+-cosa | A 
* 1— V5 LRU 2 
donc cos C— = ,sin C———, et tang C— 
5—15 VD vb 
— 2, 


Dans l’icosaëdre , 11 fautifaire c—C'B' D'—27, a— fig. 247. 
COS 2 T— COS? 5T 


b =C'B'AÀ/—;{7, et on aura cos C— - 
CYR ! 
sin* + T 


LA bec 4 0 Em donc sin C—=. Telles sont les 


j 3 | 
expressions très-simples par lesquelles on détermine l’incli- ' 
naison de deux faces dans les cinq polyèdres réguliers. Mais 
nous remarquerons qu'on aurait pu les comprendre dans 
une seule et même formule. 


En effet, soit z le nombre de côtés de chaque face, mn le fg. 248. 
nombre d’angles plans qui se réunissent dans chaque angle 
solide ; si du centre O et d’un rayon = 1, on décrit une 
surface sphérique qui rencontre en p, q, r, les lignes OA, 
OC, OD, on aura un triangle sphérique p gr, dans lequel 


PART . T T 
on connaît l'angle droit r, Pangie pr et l’angle q ea. 


cos p 

on aura donc, par les formules connues, cos qr— — 
sin q 
Mais cos g r— cos COD — sin CDO — sin = C, C dési- 


T 
COS — 


gnant l'angle CDE; donc sin C— 7, Formule géné- 
; T 


sin — AT 


rale qui, appliquée successivement aux cinq polyèdres, 
donnerait les mêmes valeurs de cos C ou de r — 2 sin° + C 


Rd 
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qu’on a trouvées par une autre voie; pour cela , il faut subs- 
tituer, dans chaque cas, les valeurs de 77 et 7 , savoir : 
Tétraèdre , Hexaëdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
nm — 3 "RE 3 2 4 ? 3 2 5. 
r'ÉS+;. 2 k NN CA 5 MS 
Le même triangle sphérique pgr, d’où l’on vient de 
déduire l’inclinaison de deux faces adjacentes, donne 


GEO: T T ù 
= Cot — cot —. Donc, si on 
O m n 


appelle R le rayon de la sphere circonscrite au polyèdre, 
et r le rayon de la sphere inscrite dans le même polyèdre, 


COS pq —Cot p cotg, ou 


T T . 
on aura ——=tang — tang —; d’ailleurs, en faisant le côté 
r m n. 
1 \ 


a ;. 
AB — a, on a CA — ——-, et par conséquent R° — 7° +- 
TT © 


sin — 
n 


———. Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre, 


les valeurs des rayons R et r des spheres circonscrite et 
Te 


inscrite. On a aussi, en supposant C connu ,r — +a cot — 
‘ nm 


Tw 
ang =Cet R—+a tang— tang + C. 
) m 


Dans le dodécaèdre et l’icosaèdre, on voit que le rapport 


T TT Ù 
R à la même valeur tang ss tang —. Donc, si R est le même 
r d 


pour tous les deux , 7 sera aussile même; c’est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphere, ils 
seront aussi circonscrits à unemême sphere, et vice vers. 
La même propriété a lieu entre l’hexaèdre et l’octaèdre, 


puisque la valeur de — est, pour l’un et pour lPautre, 
r 


Te TT 
tang — tang —. 
ce, 3 4 * 


Remarquons que les polyèdres réguliers ne sont pas les 


seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliérs. 


égaux; car, si on adosse par une face commune deux té- 


L£ 


# 
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traèdres réguliers égaux , il en résultera un solide compris 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore 
former un autre solide avec dix triangles égaux et équilaté- 
raux; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient en 
même temps les angles solides égaux. sx» 


NOTE X. 


… Sur l’aire du triangle sphérique. 

Soit r le rayon de la sphere, + la demi-circonférence d’un 
grand cercle; soient &, db, c, les trois côtés d’un triangle 
sphérique ; À, B, C, les arcs de grand cercle qui mesurent 
les angles opposés. Soit À + B+C—r—S, suivant ce 
qui a été démontré dans le texte *, l’aire du triangle sphé- 
rique est égale à l'arc S multiplié par le rayon, et ainsi 
est représentée par S. Or, par les analogies de Néper, 
on à : 

B C ab: .ab4-b 
tang ——>; Col :: cos : COS ; 
2 2 2 2 
de là , tirant la valeur de tang + (A +B), on en Aéduira 
aisément celle de tang ÉiA HR 1008) —— cot =S:0on 
aura ainsi 


1 1 
cot + a cot +b+- cos C 
sin C 
1 Ë imp! 1 “vir à calculer l'aire d’ 
formule très -simple qui peut servir à calculer l’aire d’un 


cot- S— : 


triangle sphérique lorsqu'on connaît deux côtés a, b, et 
l’angle compris C. On peut aussi en déduire plusieurs con- 
séquences remarquables. 


1° Si l'angle C est constant, ainsi que le produit 


a b ; ù s \ , 
cot  cot —, l’aire du triangle sphérique représentée parS, 


2 2 
demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CDE, 
qui ont un angle égal C, seront équivalents, si on a 
tang- CA :tang+ CD :’tang > CE'tang: CB, c'est-à-dire, si 
les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l’angle 
égal, sont réciproquement proportionnelles. 
2° Pour faire sur le côté donné CD et avec le mème 


er A 


fig. 282. 


fig. 283. 


3106 NOTE x. 


angle C, un triangle CDE équivalent au triangle donné 
CAB, il faut déterminer CE par la proportion : 


tang=+ CD:tang+ CA ::tang= CB:tang + CE. 
3° Pour faire avec l’angle du sommet C un triangle isos- 
cèle DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut 
prendre tang+ CD, ou tang+ CE, moyenne proportionnelle 
entre tang- CA et tang- CB. 
4° La mème formule cot+ S — PSM PTS 
sin C 
peut servir à démontrer d’une maniere très - simple la pro- 
position XXVI du livre VIT; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et à, le 
plus grand est celui dans lequel l’angle C compris par les 
côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
À et B. 


Du rayon OZ — x décrivez la demi-circonférence VMZ, 
faites l'arc ZX — C, et de l’autre côté du centre prenez 
OP —cot5a cot+ b ; enfin joignez PX et abaissez XY per- 
pendiculaire sur. PZ. 


PY 
Dans le triangle rectangle PXY on a cot P——— — 


AVR. 


cot+ a cot+ b + cos C 


‘ sin C 


; donc P—-ÀS; donc la surface S 


sera un maxunum , Si l’angle P en est un. Or, il est évident 
que si on mene PM tangente à la circonférence, l'aigle 
MPO sera le maximu:n des angles P, et alors on aura FIX 
— MOZ—-:7. Donc le triangle sphérique, formé avce 
deux côtés donnés, sera un raxtmum si on a +5 —C 
—2:7,ouC—A+-B, ce qui s'accorde avec la proposition 
citée. 

On voit en même temps, par cette construction, qu'il 
n'y aurait pas lieu à »#aximum si le point P était au-dedans 
du cercle, c’est-à-dire, si l’on avait cot+ a cot+ b < x. 
Condition d’où l’on tire successivement cot + « < tang +, 
tanÿ (+r—+a)<tangib,ir—<+a<*rb,et enfin x < 
ab, &e qui s'accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. 
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PROBLÈME I. Trouver la surface d’un triangle sphérique 
par le moyen de ses trois côtés. 


Pour cela, il faudra‘dans ka formule 
cot + a cot + b+-cos C 
cot 2 S — F0 AO EN 
sin C 
substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées en a, b, c: 
COS C— cos a cos b 


OT, On à COS C = ———  06et cot = a cot + b = 
sin & sin à 
I1—+cosa 1+-cosb LS 
—— . —————; de là résulte : 
sin & sin à 
1 +- cos a +- cos b+- cos c 
cos C + cot = a cot + b — æ L . 
sin «a sin à 
Ensuite la valeur de cos C donne 
. a+4b+4c. a4b— 
2 SD 
cos c—cos (a+4-b) 2 2 
ÉECOS GE is - - 
sin à sin à sin & sin à 
. a4c—b , b+4-c—a 
2 sin SIN," 
cos (a—b)—cos c 2 2 
D COS Ce L - L 
sin à sin à sin & sin 


Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la 
racine du produit, on aura 


a+b+4c. ; a4b—c : a4c—b . b+c—a 
QV/ À SIN ———— sin ———— sin — sin ——— 
x ‘ 2 2 a 
sn C=—= : : h 
| sin & sin à 
Donc enfin 
1 - cos a +- cos b+- cos c 
COS ———————— _ —————_°@ ———————————— 
. a+b+c . a+b—c . a+c—b : b+a—c 
2V/| SAN ———— sin — sin STE 
2 2 2 


Cette formule résout le problème proposé, mais on peut 
parvenir à un résultat plus simple. 
Pour cela reprenons la formule 
cot+a cot=b+ cos C 


COEZS = Era ae nee 
2 sin C « : 
nous en tirerons d'abord 1 + cot*° <S, ou 
1 1 
1!  cot*racot*=b+4-2cot;acot;bcosC-F1 
sin 2S sin* C 


M 
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Or, la valeur de cos C donne 2 cot à a cot + b cos C— 


COS C — COS a COS b o 
—; mettant dans le numérateur, au 


2 sin° +a sin° + 
lieu de cos c, cos a, cos b, leurs valears 1 — 2 sin +c, 
1—9 Sin° =@,1—92 sin + LE et réduisant , on aura 


sin” a+ sin* 2b— sin 


2 cot + a cot + b cos C— ET 
sin* + a sin° + b 


se 
On a d’ailleurs cot*® <a. cot? 26—= —————. HE Le 
1— sin +a—sin* + 1 
———— "11. Donc, en substituant ces va- 
sin® +a sin +0 


1 1— sin +c F 
leurs, on aura ———— RE A ART ce qui donne 
sin°=$S sin*+asin +bsin* C 
À sin = a sin-bsin C 
SN + S— ——" ,et, en remettant la valeur de 
cos — C 


sin C,ona 


(s a+b+c . a+b—c ., a+c—b. =) 
LV SI —— sin —————— sin ————— sin —— 


2 2. 2 


sin = S— ; 


2 COS + a cos + b cos + « 


Formule commode pour le calcul logarithmique. 


Si on multiplie celle-ci par la valeur de cot 25, il en 
résultera 


1+cos a+cos b+cosc  cos<atcos-b+cos?<c-1 
kcosiacosibcosic 2 COS = 4 COS D cos c 
Nouvelle formule qui a l’avantage d’être composée de ter- 


cos + S— 


‘mes rationnels. 


1— cos +S 
sms 
1—COs* +a—e0s* +b=tvos" +c+2cos-acos =bcos?té 
| atôotc D 'HHBR  VRNECb bla) 
v'(sin LEE SIN ———— : sin =) 


De là on tire encore 


tang+S = 


Sin — 
AN: 2 2 


Or, le numérateur de cette expression peut se décomposer 
en facteurs, comme on l’a fait pour une quantité. sem- 
blable, note V , problême IV ; on aura ainsi 


NOTE X. | = 3r9 
. a4-b+4-c. a+4-b—c. a4-c—b., b4-c—a 
D —————sin SiNn———— sin — 


4 si ut. es : 
tan es FN on ROME RA L  2 
jé NE U  UN 7 BTP EN STE A +) 
Jo. ces: din 
2 2 2 2 
Mais ona os? card E v (+tang=ip); 
V’sinp 2 SIND COS-p ( 
donc enfin | 
DAY AE 19e ph —b b+-c—a 
ang (rang ang ang rang ) 


ER ee" EE 


# 


Cette formule très-élégante est due à Simon Lhuillier. 


#f 


PROBLÈME 11. Etant donnés les trois côtés BC—a, AC—b, 
AB—c, déterminer la position du point 1, pôle du’ cercle 
ctrconscrit au triangle ABC. 


Soit l’angle ACI— x, et l’arc AI—CI—BI—9; dans 
les triangles CAT, CBI, on aura par les formules connues 
cos®—cosbcos® _1—cos b 


COS x == = = cotp=———— cote, 
sin à sin ® sin à ? 1+- cos b ? 
I — COS & cos (C—x 
cos (C— x) = ————— cot o. Donc MENU ou 
sin a cos x 
; 1 cos b) (1 —cos a ù 
cos C +- sin C tang x 2 NICE ES FRS AE substi- 


sin a sin 


tuant dans cette équation les valeurs de cos C et sin C 


exprimées en &, d, c, et faisant, pour abréger, 

M=—V (1—cos°a—cos* b— cos’ c492 cos a cos bcosc), 
1 H-cos b— cosc—-Cc0s a 
M 
qui détermine l’angle ACI. On peut observer qu'à cause 
des triangles isosceles ACT, ABI, BCI, on a ACI— 
3 (C+A—B); on aurait de même BCI—:(B+C—A), 
BAI—+{A + B—C). De là résultent ces formules remar- 

quables : | 


on en déduira tang x — , formule 


1 +- cos b— cos a— cos c 


tongs (A CB )— nr 


1-+- cos a— cos b— cos c 


tang:{B dl 
ang: (B+C—A) 2. 


fig.284. 
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1 +- cos c— cos a — cos b 

M 2 
auxquelles on peut joindre celle qui donne cot2$S, et qui 
peut se mettre sous la forme : e 


— 1 — COS A — COS b— cos c 


tang = (A+B—C)— 


tang+(A+B+C)— 


M 
La valeur de tang x qu’on vient de trouver, donn 
; e 
« 1 2(1#cos8)(1—cosc)(1—cosa) 
I +-tang* à Où — NU OUUMMT7(ENSmeE er 
j COS? x ‘a M° 
MiGicos * D sin "2/6 sm Et 
io ; donc 
2 
M COS æ 
h cos + b sin + cisin + a 1 ne 
= 7. Mais de l'équation 
M | 
Liga na t : b cot ti 
COS T = 1 — cot © — tang + b cot ©, on tire 
sin à je die ? 
tang + d 4 sin ?asin+bsin:c 
tang Q—i—— ; donc ang Q = ————.————— 
cos x M 


2 sin + a sin -bsin=c 
mi oatb+e. abc, af$c=b""b46—a 
À Sn ——— sin ———— sin —— sin —— 
2 2 2 


Pro8LÈME 111. Déterminer sur la surface de la sphere la 
ligne sur laquelle sont situés tous les sommets des triangles 


de méme base et de méme surface. 


Soit ABC l’un des triangles sphériques dont la base 
commune est AB—c, et la surface donnée À +-B + C — 
#7 —=S. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB; ayant pris IP égal au quadrant, P sera le 
pôle de l’arc AB, et l’arc PCD mené par les points P, C, 
sera perpendicalaire sur AB. Soit ID=p», CD— 3; les 
triangles rectangles ACD, BCD, dans lesquels on a AC—b, 
BC—a, AD—p+:c, BD—p—;c, donneront cos a— 
cos g eus (p—+c), cos b— cos q cos (p++c). Mais on 
a trouvé ci-dessus : 


1 +- cos a +- cos b+- cos c 


1 — 
cot LS — ? 


sin a sin sin C 
substituant dans cette formule les valeurs cos a+4-cosb— 


MEN 
f RS 
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2 COS q COS P COS+ C, 1H cos c—2 cos 5<c, sinb sin C— 
sin c sin B—2 sin +c cos icsin B; on aura 
COS — C—- cos p cos 
ss esrehEns pres g 
sin & sin + c sin B 
D'ailleurs dans le triangle rectangle BCD, on a encore 


; L : cos + c+-Ccos p cos q 
sin @ sin B— sin g; donc COS None UE A 
sin + c sin g 


ou cos p cos g—cot, S sin EL sin g— cos +c; c’est la rela- 
tion entre p et g qui doit déterminer la ligne sur laquelle 
sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d’une quantité PK—zx, joignez KC 
et soit KC— 7; dans le triangle PKC, où l’on a PC— 
2r—q et l'angle KPC—7r—p, le côté KC se trouvera 
par la formule cos KC — cos KPC sin PK sin PC + cos PK 
cos PC, ou 

COS Y —Sin q COS x — sin æ COS q COS P ; 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cos p sa valeur 
cot=Ssin+csing—cos:c,onaura 
cos y —sin x cos + cH- sing (cos x— sin x cot + S sin + c ): 
Delà on voit que si l’on prend cosx—sinx cot=s sin +c 


D, 
ou cotr—cot+S sin+c, on aura cnsy—sinr cos ic, et 


ainsi la valeur de y deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l’arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB, on prend au-delà du pole la partie 
PK telle que cot PK —cot=<S sin<c, tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la méme surface S, 
seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pole à la distance KC telle que cos KC— sin PK cos : c. 

Ce beau théorême est dù à Lexell. ( Voyez le tome V, 
part. I des nova Acta Petropolitana. ) 


NOTE XI. 
Sur la proposition III, livre VIII. 


Cette proposition peut être démontrée plus rigoureu- 
sement en la ramenant aux lemmes préliminaires , de la 
maniere suivante. 

Je dis d’abord que la surface convexe terminée par les 


arêtes AF, BG, et par les arcs AuB, FxG, ne saurait fg. 252. 


Douz. éd. 27 


di 


4 
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être plus petite que le rectangle ABGF, partie correspon- ! 
dante de la surface du prisme inscrit. > 

En effet, soit S la surface convexe dont il s’agit, et soit, 
s’il est possible , le rectangle ABGF ou ABXAF—S+M, 
M étant une quantité positive. 

Prolongez la nauteur AF du prisme et du cylindre jus- 
qu'a une distance AF’ égale à x fois AF , # étant un 
nombre entier quelconque; 4 prolonge en même temps 
le cylindre et le prisme, il est clair que la surface convexe 
S’ comprise entre les arêtes AF', BG’, contiendra z fois la 
surface S:; de sorte qu'on aura S'— 78, et parce que 
n X AF—AF", on aura ABXAF=—7S + 2M— S' +2 M. 
Or x étant un nombre entier à volonté et M une surface 


donnée, on peut prendre #7 de maniere qu’on ait 7 M plus 


grand que le double du segment AuB, puisqu'il suffit pour 
2 AuB 

NI -; donc alors le rectangle ABX A F 

ou la surface plane‘ ABG'F' serait plus grande que la sur- 
face enveloppante, composée de la surface convexe S'.et 


cela de faire 7 > 


de deux segments circulaires égaux A uB, F'z!'G'. Or, au 
contraire, la seconde surface est plus grande que la pre- 
miere, suivant le premier lemme préliminaire; donc, 1° on 
ne peut avoir S< ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
saurait être égale à celle du rectarggle ABGF. Car suppo- 
sons, s’il est possible, qu’en prenant AE— AB, la sur- 
face convexe AMK soit égale au rectangle AFKE ; par un 
point quelconque M de l'arc AME , menez les cordes AM, 
ME , et élevez MN perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF, MEKN, AEKF, ayant même 
hauteur , sont entre eux comme leurs bases AM, ME, AE. 


_. Or on a AM+-ME>AE, donc la somme des rectangles 


AMNF, MEKN est plus grande que le rectangle AFKE. 
Celui-ci est équivalent par hypothese à la surface convexe 
AMK , composée des deux surfaces partielles AN, MK. 


Donc la somme des rectangles AMNF, MEKN est plus 


grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN, MK. Donc il faudra que l’un au moins des rectangles 
AMNF ; MEKN soit plus grand que la surface convexe 
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correspondante. Cette couséquence est contraire à la pre- 
miere partie déja démontrée. Donc, 2° la surface convexe 
S ne saurait être égale à celle du rectangle correspondant 
ABGF. 

Il suit de là qu’on a S> ABGF, et qu’ainsi la surface 
convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prou- 
vera que la surface convexe du cylindre est A petite que 
celle de tout prisme circonserit. 


NOTE XII. 

Sur l'égalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tête du XI livre d'Euclide, JE défini- 
tions 9 et 10 ainsi Cconcues : 

9. Deux solides sont semblables, lorsqu'ils sont compris 
sous un méme nombre de plans semblables chacun à 
chacu:2. 

10. Deux solides sont égaux et semblables, lorsqu'its 
sont compris sous un méme nombre de plans égaux e: 
semblables chacun à chacun. 

L'objet de ces définitions étant un des points les plus 
difficiles des éléments de géométrie, nous l’examinerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même temps 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition @zs éléments , pag. 388 et suiv. 

D'abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition 10 n’est pas proprement une définition, mais 
bien un théorème qu’il faudrait démontrer; car il n’est 


pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qu’ils ont les faces égales ; et si cette proposition est vraie, 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit de toute 


autre maniere. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la définition 10 
n’est pas démontrée, on pourra croire qu'il existe deux 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égales ; 
mais alors, suivant la définition 9, un troisieme solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait 
semblable à chacun d’eux , et ainsi serait semblable à deux 


21. 
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corps de différente forme, conclusion qui implique contra- 
diction , ou du moins qui ne s’accorde pas avec l’idée qu'on 
attache naturellement au mot semblable. 

Plusieurs propositions des XI° et XII° livres d’Euclide 
sont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
proposition XXVIIT, livre XI, de laquelle dépend la me- 
sure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu’on 
pourrait reprocher aux éléments d’'Euclide de contenir un 
assezgrand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut pas 
omettre. 

Les figures dont Euclide démontre l'égalité ou la simili- 
tude'en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles, 
queleurs angles solides n’assemblent pas plus de trois angles 
plans : or, si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d’'Euclide que ces angles 
solides sont égaux. D'un autre côté, si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune, les angles 
solides homologues seront composés d’un même nombre 
d’angles plans égaux, chacun à chacun. Donc, tant que les 
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide, il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais, si les faces homologues sont 
égales et les angles solides homologues égaux, il n’y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux; car ils pourront 
être superposés, ou au moins ils seront symmétriques l’un 
de l’autre. On voit donc que l’énoncé des définitions 9 et 
10 est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles 
solides triples, qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 
Ainsi le reproche d’inexactitude qu'on pourrait faire à cet 
auteur, ou à ses commentateurs, cesse d’être aussi grave 
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications 
qu'il n’a pas données. 

Il reste à examiner si l'énoncé de la définition 10, qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples, est vrai en 
général. Robert Simson assure qu'il ne l’est pas, et qu’on 
peut construire deux solides inégaux qui seront compris 


NOTE,XII. 395 


sous un même nombre de faces égales chacune à chacune. 
Il cite, à l'appui de son assertion, un exemple qu’on peut 
généraliser ainsi. js 

Si à un polyèdre quelconque on ajoute une pyramide, 
en lui donnant pour base une des faces du polyèdre; si en- 
suite, au lieu d’ajouter la pyramide, oi la retranche, en 
formant dans le polyèdre une cavité égale à la pyramide, 
onaura ainsi deux nouveaux solides qui auront les faces 
égales chacune à chacune, et cependant ces deux solides 
seront inégaux. LE 

Il n’y a aucun doute sur l'inégalité des äeux solides 
ainsi construits; mais nous observerons que l’un de ces 
solides contient des angles solides rentrants : or, il est 
plus que probable qu'Euclide a entendu exclure les corps 
irréguliers qui ont des cavités ou des angles solides ren- 
trants, et qu'il s’est borné aux polyèdres convexes. En 
admettant cette restriction, sans laquelle d’ailleurs d’autres 
propositions ne seraient pas vraies , l'exemple de Robert 
Simson ne conelut point contre la définition ou le théorème 
d’'Euclide. 

Quoi qu’il en soit, il résulte de toutes ces observations que 
les définitions 9 et 10 d’Euclide ne peuvent être conservées 
telles qu’elles sont. Robert Simson supprime la définition 
des solides égaux , qui en effet ne doit trouver place que 
parmi les théorèmes ; et il définit solides semblables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
bles, et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Cette définition est vraie, mais elle a l’inconvénient de 
contenir bien des conditions superflues. Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux, on retomberait dans 
l’énoncé d’Euclide, qui est défectueux en ce qu'ilsuppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout émbarras, nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties: 
d’abord nous avons donné la définition des pyramides 
triangulaires semblables , ensuite nous avons défini solides 
semblables ceux qui ont des bases semblables, et dont les 
sommets homologues hors de ces bases sont déterminés par 
des pyramides triangulaires semblables chacune à chacune 
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Cette définition exige pour les bases, en les supposant 
triangulaires, deux conditions, et pour chacun des som- 
mets hors des bases, trois conditions ; de sorte que, si Sest 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera 2 + 3 (S—3; 
angles égaux de part et d'autre, ou 3 S— 7 conditions ; 
et aucune de ces conditions n’est superflue ou comprise 
dans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le méme nombre de sommets ou 
d’angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une, les 3 S—7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait avant tout 
qu'ils sont de la méme espece l’un et l’autre, c’est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces, et que ces faces compa- 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés, et ces conditions 
diminueraient d'autant le nombre 3 S— 7, de sorte qu’au 
lieu de 3 S— 7 conditions il n’en faudrait plus que A — 1; 
sur quoi voyez la note vit. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne définition des solides 
semblables ; c'est qu’on peut les considérer comme étant 
de la même espece, ou seulement comme ayant un égal 
nombre d’angles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté 
est écartée, et il faut que les 3 S— 7 conditions renfermées 
dans la définition soient remplies toutes pour que les solides 
soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espece. Au reste, notre définition 
étant complete, nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. 

On voit donc qu’il est possible de se passer, dans les élé- 
ments, du. théorême concernant l'égalité des polyèdres ; 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-même, 
on sera bien aise d'en trouver ici la démonstration, qui 
servira à compléter la théorie des polyèdres (1). ù 


”. 


(1) La démonstration que nous donnons ici, est, à quelques déve- 
nppements pres, la même que M. Cauchy a présentée à l'Institut 
#0 1812, et qu'il a déconverte en partant de quelques idées qui 
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La question. qu'il faut exäminer, est de savoir si, en 
faisant varier les inclinaisons des plans qui composent la 
surface d’un polyèdre convexe donné, on peut former un 
second polyèdre convexe, compris sous les mêmes pläns 
polygonaux, assemblés entre eux dans le méme ordre. 
Nous observerons d’abord que, s’il y a un second polyèdre 
qui satisfait à la question, ce ne peut pas être le polyèdre 
symmétrique du polyèdre donné, puisque dans ces deux 
polyèdres les plans égaux sont disposés dans un ordre in- 
verse autour des angles solides correspondants. Ainsi la 
considération des polyèdres symmétriques doit être en- 
tièrement écartée de l’objet dont nous nous occupons. 
Nous observerons, en second lieu, que si le polyèdre 
donné contient un ou plusieurs angles solides triples, ces 
angles sont de leur nature invariables, puisque la connaïs- 
sance de trois angles plans suffit pour déterminer les in- 
clinaisons mutuelles de ces plans , lorsqu'ils sont réunis en 
angle solide. On peut donc supprimer dans le solide pro- 
posé toutes les pyramides triangulaires qui forment les 
angles solides triples (1); et si le nouveau polyedre qui 
résulte de cette suppression, offre encore des angles solides 
triples , on pourra de même les supprimer, et ainsi succes- 
sivement, Jusqu'à ce qu'on parvienne à un polyèdre dont 
tous les angles solides n’asséemblent pas moins de quatre 
angles plans chacun. En effet, si le solide proposé peut 
changer de figure par des variations quelconques dans les 
inclinaisons “e ses plans, ce changement ne peut avoir lieu 
sur les pyramides triangulaires retranchées, et il devra 
s’opérer tout entier sur le polyèdre restant après la sup- 
pression de toutes les pyramides triangulaires. Nous ne 
nous occuperons donc dans ce qui suit, que de ] olyèdres 
dont tous les angles solides assemblent au moins quatre 
angles plans. 
Cela posé, soit S l’un quelconque des ia in du 


avaient. été proposées pour le même objet dans la première, édition 
de ces Eléments ; pag. 527 et suiv. 


(1) Si une même arète était commune à deux angles solides triples, 


on ne supprimerait dans la première opération qu’un de ces angles. 


fig. 286. 
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polyèdre, et soit décrit, du sommet $ comme centre, une 
surface sphérique dont l'intersection avec les plans de 
l'angle solide formera le polygone sphérique ABCDEF. Les 
côtés de ce polygone AB, BC , etc. servent de mesure aux 
angles plans ASB, BSC, etc. et sont par conséquent inva- 
riables ; quant aux angles À, B, C, etc. du polygone, cha- 
cun d'eux est la mesure de l’inclinaison de deux plans ad- 
jacents de l’angle solide : aïnsi l’angle B est la mesure de 
l'inclinaison des plans ASB; SBC, que nous appellerons , 
pour abréger , inclinaison sur l’arëte SB ; de même l’angle C 
est la mesure de l’inclinaison sur l’arête SC, et ainsi de 
suite. | 

Nous pourrons donc juger des changements de figure de 
chaque angle solide S, par ceux du polygone sphérique 
ABCDEF, dont les côtés sont constants, et dont les angles 
varient d’une manière quelconque, pourvu que le polygone 
ne cesse pas d’être convexe. Or, dans ces polygones, les 
signes des variations sur les angles offrent des lois assez 
remarquables , que nous allons exposer dans les deux 
lemmes suivants. 


LEMME ï. 


Tous les côtés d’un polygone sphérique AB, BC, 
CD, DE, étant donnés, à l'exception du dernier AF, 
si l’on fait varier l’un des angles B, C, D, E, opposes 
au côté AF, les autres étant constants, je dis que le 
côté AF augmentera st l'angle augmente, et qu’il dimi- 
nuera si l'angle diminue. Dans tous les cas, on suppose 
que le polygone est convexe avant et après son change- 
ment de figure. 

Supposons d’abord qu’on fasse varier l’angle B, les trois 
autres C, D, E, étant constants, si l’on joint BF, la figure 
BCDEF n’éprouvera aucune variation, et BF sera constant. 
On aura donc un triangle sphérique ABF, dont les côtés 
AB, BF, sont constants , et dans lequel l’angle ABF varie 
d’une même quantité que l’angle ABC du polygone , puisque 
ja partie FBC reste constante. Gr, par les propriétés con- 
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nues (1), on sait que le côté AF augmentera si l’angle ABF 
augmente , et qu’il diminuera si l’angle ABF diminue. 


Supposons maintenant que l'angle C varie, les trois 
autres B, D, E, étant constants; si on tire les diagonales 


AC, FC, il est visible que ces diagonales demeureront 
constantes, ainsi que les angles ACB, FCD; on aura donc 
encore un triangle sphérique ACF , dont les côtés AC, CF, 


sont constants, et dans lequel l'angle ACE varie de la même 


quantité que l’angle C du polygone; d’où l’on conclura de 
même que le côté AF augmentera si l'angle C augmente, 
et qu'il diminuera si l’angle C diminue. 

Il est évident que le même raisonnement peut s’appli- 
quer à la variation de l’un ou l’autre des angles Det E, et 
qu'il aurait également lieu poür tout autre polygone sphé- 
rique de plus de trois côtés. Ainsi la conclusion sera , dans 
tous les Cas ; conforme à l'énoncé de la proposition, si tou- 
tefois 1 polygone est convexe avant et après son change- 
ment de figure. Cette restriction est nécessaire, car si 
l'angle E, par exemple, diminuait jusqu’à ce que le point F 
tombât sur la diagonale AE, alors AF serait un »22rimum ; 
et si, à compter de ce point, on continuait de diminuer 
l’angle E, il est visible que le côté AF augmenterait au 
lieu de diminuer; mais, dans ce dernier cas, l’angle AFE 
deviendrait un angle rentrant , et le polygone cesserait 
d’être-eonvexe. 

Corollaire. Les mêmes choses étant posées, si plusieurs 
des angles opposés au dernier côté AF augmentent, et 
qu'aucun d’eux ne diminue, le côté AF augmentera néces- 
sarement par l'effet de toutes les variations réunies. Le 
contraire aura lieu, si plusieurs des angles opposés au 
côté AF diminuent, et qu'aucun d’eux n’augmente.l 

Car , si par l'effet de l’augmentation ou de la diminution 
simultanée, les angles À, B, C, etc. du polygone doivent 
être changés en A’, B', C’, etc. on pourra passer successive- 
ment du polygone proposé à celui qui ne contient qu'un 
angle varié À’; de celui-ci au polygone qui ne contient que 


(1) Cette proposition se démontre de la même manière que la 
proposition X, liv. I, pour les triangles rectilignes, 


fig. 287. 
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les deux angies variés A! et B', et ainsi de suite, Or, dans 


chacun de ces AE application de la proposition est 
manifeste, et conduit toujours au même résultat. 


LEMME Il. 


Etant donné un polygone sphérique convexe dont des 
côtes sont constants, et qui en a plus de trois, si on fait 
varier les angles un ranère quelconque, sans ce- 
pendant que le polygone cesse d’être convexe; st on met 
ensuite le signe + ai sommet de chaque angle qui 
augmente , le signe — au sommet de chaque angle qui 
diminue, et qu’on ne mette gucun signe aux angles qui 
demeurent constants ; je dis qu’en faisant le tour du 
polygone, on devra trouver au moins quatre change- 
ments de signe d'un sommet au sommet suivant. 


En effet, 1° si # est le nombre des angles du polygone, 
il ne pourrait y avoir z — 2 angles consécutifs, qui aug- 
mentent tous à-la-fois, ou dont les uns augmentent et les 
autres restent constants ; car si l’un ou l’autre de ces cas 
avait lieu, il s’ensuivrait, par le corollaire du lemme pré- 
cédent , que le côté du polygone qui est opposé à ces 7 —2 
angles, augmenterait; ce qui est contraire à l'hypothese 
que tous les côtés du polygone sont constants. Par une 
raison semblable, on ne pourra supposer que 7 — 2 angles 
cons“cutifs diminuent tous à-la-fois, ou que quelques-uns 
diminuent, ies autres restant constants. Donc, dans la série 
de 72 — 2 angles consécutifs, il devra y avoir au moins un 
changement de signe; à plus forte raison ce changement 
devra-til être observé dans la série des 7 angles consécu- 
tifs, lorsqu'on fera le tour entier du polygone. 

2° Les variations dans les angles du polygone ne peuvent 
être telles , qu’elles offrent seulement'une série de signes, 
et une de signes —, de sorte qu'il n’y ait que deux change- 
ments de signe dans le tour entier du polygone. 

Car soient, par exemple, À, B, C, les trois angles mar- 
qués du signe +, et D, E, F, G,les quatre marqués du 
signe — (cette hypothese comprend celle où il y aurait un 
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nombre de signes moindre dans Pique série, à raison de 
l’invariabilité de quelques angles). Si la À représente 
l’état initial du polygone, la diagonale GD devra augmen- 
ter lorsqu'on augmentera tous les angles À, B, C, ou seule- 
ment quelques-uns d’eux; mais la même diagonale GD, 
comme appartenant au polygone GFED, dont les autres 
côtés sont constants, devra diminuer en même temps que 
les angles F et E, ou au moins rester constante, si des 
quatre angles D,E, F,G, il n’y a que D et G, ou seule- 
s ment l’un d’eux qui diminue; done l’hypothese dont il 
s’agit ne saurait avoir lieu; donc la variation des angles 
ne peut être telle, qu’elle offre seulement deux séries, l'une 
de se. +, l’autre de signes —. 

* Ilest encore impossible qu’en faisant le tour du poly- 
gone, on ne trouve que trois séries alternatives de signes +- 
et de signes — ; car, dans cette hypothese, la premiere et 
la troisième série seraient de même signe, et se suivraient 
immédiatement, de sorte qu’elles ne formeraient qu’une 
seule série ; d’où l’on voit qu’il n’y aurait réellement dans 
le tour du polygone que deux séries, l’une de signes +, 
autre de signes — ; ce que nous ayons démontré impossi- 
_sibie. 

Donc enfin, les changements de signe qu'on trouvera 
en faisant le tour du polygone, doivent être au moins au 
nombre de quatre. 

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les 
polygones sphériques, s’applique immédiatement aux angles 
solides dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, étant 
donné un angle solde convexe, qui assemble plus de trois 
angles plans, sion fait varier les inclinaisons sur les arêtes 
d’une maniere quelconque, telle cependant queWangle 
solide ne cesse pas d’étre convexe; si ensuite on met le 
signe -+- ou le signe — sur chaque aréte, selon que l’in- 
clinaison sur cette aréte augmente ou diminue, et qu’on 
ne marque d'aucun signe les arêtes sur lesquelles l’incli- 
naison resle constante, je dis qu’en faisant le tour. de 
l'angle solide, on devra trouver au moins quatre change- 
ments de signe d’une aréte à la suivante. 

Au moyen de cetie proposition et du théorème d’ Euler 
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Le 
sur les polyèdres *, nous pouvons maintenant démontrer 
le théorême suivant dans toute sa généralité. 


THÉORÈME. 


Etant donné un polyèdre convexe, dont tous les 
angles solides assemblent plus de trois angles plans, cl 
est impossible de faire varier les inclinaisons des plans 
de ce solide, de maniere à produire un second polyedre, 
qui seraït formé avec les mêmes plans disposés entre eux 
de la même maniere que dans le polyèdre donné. 


Pour démontrer cette proposition, il faut distinguer 
deux cas, selon qu’on fait varier les inclinaisons sur toutes 
les arêtes , ou seulement quelques-unes de ces inclinaisons. 


Premier cas. 


Supposons qu’on fasse varier à-la-fois les inclinaisons 
sur toutes les arètes , et soit N le nombre total des chan- 
gements de signe qu’on trouvera d’une arête à la suivante, 
en faisant le tour de chaque angle solide. 

On a vu dans le lemme II, que le nombre des change- 
ments de signe ne peut être moindre que quatre pour 
chaque angle solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides, on 
aura N > 48, le signe > n’excluant pas l’égalité. 

J’observe maintenant que deux arêtes consécutives d’un 
angle solide appartiennent toujours à une face du polyèäre, 
et n’appartiennent qu’à une seule ; donc le nombre total des 
changements de signe observés sur les arètes consécutives 
de chaque angle solide, doit être égal au nombre total de 
changements de signe observés sur les côtés consécutifs de 
chaque face; car il n’est aucun changement de signe dans 
un système qui ne réponde à un pareil changement dans 
l’autre. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des chan- 
gements de signe ne peut être plus grand que deux; caren 
faisant rentrer sur elle:mème la suite + — +, ou la suite 
+ — — , on n'obtient que deux changements de signe. 


RP, - 


NOTE XEt. 333 

Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des chan- 
gements de signe est de quatre au plus, ce qui est évident. 

En général, si le nombre des côtés d’une face est pair 
—2nx, le plus grand nombre des changements de signe 
qu’on puisse trouver en faisant le tour des côtés, est 27; 
ce qui aura lieu lorsque les côtés portent alternativement 
les signes <+- et —. 

Mais si le nombre des côtés d’une face est impair, 
—2n—+1, le plus grand nombre des changements de 
signe sera 22 seulement, parce qu’en donnant alternati- 
vement aux côtés les signes +- et —, le premier et le der- 
nier auront nécessairement le même signe; ce qui fait un 
changement de moins qu’il n’y a de côtés. 

Cela posé, soit a le nombre des triangles, b le nombre 
des quadrilatères, c le nombre des pentagones, etc. qui 
composent la surface du polyèdre donné, il résulte de ce 
qu'on vient de dire, que le nombre total des changements 
de signe observés en faisant le tour de chaque face, ne 
pourra excéder 2 a sur les faces triangulaires, 4 b sur les 
faces de quatre côtés, 4c sur celles de cinq côtés, 6 d sur 
celles de six côtés. Donc on aura : 

N<o2a+4b+ic+6d+6e+8f + 8g + etc. 
Soit À le nombre des arêtes du polyèdre, et H celui de ses 
faces, on aura : 
2A = 3a+4b+bic+6Gd+7e+Sf+ 8g + etc. 

H= a+b+c+d+e+f+g+ ete. 


Mais suivant le théorème d’Euler, S + H — A + 2; donc 


4S = 8 +- 4AÀ — 4H, et en faisant les substitutions : 

4S= 8+2a + /4b + 6Gc 4-8 d +- 10e + etc. 
Comparant cette valeur à la limite trouvée ci-dessus, on 
eu tire : 

. N<4S—6. 

Mais on ne saurait avoir a-la-fois N > 4S et N < 4S —5; 
donc il est impossible que les inclinaïisons sur les arêtes du 
polyèdre varient toutes à-la-fois, sans détruire la cohé- 
rence des plans qui forment la surface du polyèdre. 


# Second cas. 


Supposons maintenant que les incdlinaisons sur les arètes 
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ne varient pas toutes à-la-fois , et qu’il y en ait quelques 
unes qui demeurent constantes. 

Soit FI une de ces arêtes, on pourra imaginer qu’elle 
soit supprimée, et que les deux faces adjacentes FIG, 
EFIH, se réunissent en uné seule non plane terminée 
par le contour de forme invariable EFGIH. Appelons S', H' 
et À’ ce que deviennent les nombres S, H et A, après la 
suppression d’une arête, nous aurons H'—H—71, et 
À! — À —1; d’ailleurs on a$ —S, puisque le nombre 
des angles solides est le même dans les deux solides; 
donc on aura S'+-H' — A'—=S-+H— A— 2. D'où l’on 
voit que le théorème d'Euler à encore lieu dans le nouveau 
solide qui contient une arête de moins, et une face de 
moins, puisque deux faces se sont réunies en une seule 
non plane. A 

Si de ce second solide on retranche encore l’une des 
arètes sur lesquelles l’inclinaison reste invariable, la sup- 
pression de cette arête occasionnera de nouveau la réunion 
de deux faces contiguës en une seule; et on prouvera de 
même que le théorème d’Euler a éncore lieu dans le troi- 
sieme solide qui résulte de la suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à supprimer tant d’arêtes qu’on vou- 
dra, pourvu que cette suppression n’entraine celle d’aueun 
angle solide ; et le théorème d’Euler aura toujours lieu dans 
le solide restant: c’est aussi ce qu’on peut voir directement 
et généralement , en examinant la démonstration que nous 
avons donnée du théorème d’Euler; en effet, cette démons- 
tration ne suppose pas que les faces du polyèdre sont 
planes ; elle aurait également lieu , quand même ces faces 
seraient terminées par des contours non situés dans les 
mêmes plans; elle suppose seulement que chaque contour 
soit représenté, suivant notre construction, par un poly- 
gone sphérique, et que la somme des surfaces de ces poly- 
gones soit égale à la surface de la sphère. Et il n’est pas 
même nécessaire que tous ces polygones soient convexes ; 
il suffit que chacun d’eux puisse être regardé comme la 
somme de plusieurs polygones convexes ; ce qui arrivera 
toujours, lorsque, par la suppression de plusieurs arêtes 
appartenant au polyèdre donné, plusieurs faces planes se 
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réuniront en une seule non plane; car alors le polygone 
sphérique qui représente celle-ci, sera composé de la somme 
des PosoU sphériques convexes qui Ne les 
faces planes supprimées. 

Venons maintenant au cas où la suppression des arêtes 
sur lesquelles l’inclinaison ne varie pas, entraîne celle d’un 
ou de plusieurs angles solides, soit parce que les inclinai- 
sons sur toutes les arêtes, dans chacun de ces angles, sont 
invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pourraient 
varier que sur trois arêtes seulement, et qu’alors elles 
seraient nécessairement constantes. 

Supposons d’abord qu’on ne supprime qu’un angle 
solide, et soit #7 le nombre des faces de cet angle, ou le 
nombre d’arëtes qui aboutissent à son sommet. En sup- 
primant l'angle solide dont il s’agit, on supprimera en 
même temps 72 arêtes, et les m» faces formant l'angle solide 
se réduiront à une seule; donc, si on appelle S', A’, H', ce 
que deviennent les nombres S, À, H, après là suppression 
d’un angle solide , on aura 5 —$S — 1,A'—A — mn, 
H'—H—(m— 1). De là on tire SH. die SH 
À — 2 : donc le théorème d’Euler a encore lieu dans le 
nouveau solide. 

Ilest clair maintenant qu’on peut suppriiner tant d’angles 
solides qu'on voudra du polyèdre donné, et que le théorème 
d’Euler aura toujours lieu dans le polyèdre restant; car en 
supprimant les angles solides un à un, on a successivement 
différents polyèdres , dont deux Le Ne rentrent dans 
le cas que nous venons d'examiner. 

Donc en général, si du polyèdre proposé on supprime 
toutes les arêtes sur lesquelles Linclinaison ne varie pas; 
soit que par cette suppression le nombre des angles solides 
reste le même, ou qu’il devienne moindre, le polyèdre res- 
tant satisfera toujours au théorème d'Euler, c’est-à-dire 
qu’en appelant s, 2, «a, les quantités qui pour ce polyèdre 
correspondent aux quantités S, H, À, du polyèdre pro- 
posé, on aura 5 + —a=S+H—A— o. 

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arêtes 
devront varier toutes a-la-fois, puisqu'on a supprimé toutes 
ies arêtes sur lesquelles l’inclinaison ne varie pas; donc ce 
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solide rentre dans le premier cas; donc la variation simul- 
tanée de toutes ces inclinaisons ne saurait avoir lieu sans 
dénaturer le solide. & 

Donc enfin un polyèdre convexe quelconque ne peut être 
changé en un autre polyèdre convexe qui serait compris 
sous les mêmes plans polygonaux, et disposés dans le même 
ordre les uns à l’égard des autres. 
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TRIGONOMÉTRIE: 


La Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
angles, c'est-à-dire, deldéterminer leurs angles et 
leurs côtés par le moyen d’un nombre de données 
suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
trois des six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles Spheriques trois données quel- 
conques , angles ou côtés, suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle, parce que dans ces sortes de tri- 
angles on ne considere pas la grandeur absolue des 
côtés, mais seulement leur rapport avec le quadrant 
ou Es nombre de degrés qu’ils contiennent. j 

Dans les problèmes annexés au livre IT, on a déja 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties “Abrnées ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donvent également 
une idée des construetions par lesquelles on pourrait 
résoudre les-cas analogues des triangles sphériques. 
Mais ces constructions, qudsont exactes en théorie, 
ne donneraient qu'une inédiocre approximation dans 
la pratique (1), à cause de l’imperfection des instru- 


(1) I faut distinguer en effet les figures qui ne servent qu’à 
diriger le raisonnement pour la démonstration d’un théorême ou 
Douz. ed, 29 
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ments dont elles exigent l’emploi : on les appelle des 
méthodes graphiques.Les méthodes trigonométriques, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé- 
canique, donnent les solutions avec tout le degré 
d’exactitude qu'on peut desirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sus, cosinus , 
tangentes , etc., au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d’une maniere très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

Nous allons d’abordoexposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent ; 
formules -qui sont d’un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques, et qui fournissent mème 
à: l’amalyse algébrique : dés moyens. de perfection- 
nement. Nous:les appliquérons ensuite à la résolu- 
tion: des triangles rectilignes et à celle des triangles 
sphériques. 


lou 2,1 division de la Circonférence. 


… 4 de 
QT usqu' à ces derniers temps les géometres s'étaient 


pe à diviser la circonférence en 360 parties 
égales appelées degrés, ‘le degré en Go minutes, la 
Min Le en 60 HAE etc. Ce mode présentait 
quelques facilités dans la p'atique , à. cause du grand 
nombre de diviseurs de 6o et de 360 : mais “E était 
réellement, sujet à l'inconvénient des nombres com- 
plexes, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

. Les savants, à qui on doit l'invention du nouveau 
Rate des poids et mesures, ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à er es la division décimale 
dans la mesure des angles. Ën conséquence ils ont 


la solution d’un problème , des figures que l’on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premieres sont 
toujours supposées exactes ; les secondes; si elles ne sont pas 
tracées exactement, donneront des résultats fautifs. 
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regardé comme unité principale le quart de circon- 
férence oule quadrant, mesure de l'angle’ droit ; et 
ils ont divisé cette unité én 100 parties égales appe- 
lées degrés, le degré en 100 rzinutes , et la minute.en 
100 secondes. | 

Nous emploierons désormais la nouvelle division 
ou la division décimale de la circonférence; ce- 
pendant comme les tables trigonométriques , calculées 
suivant cette division, ne sont pas encore assez gé- 
néralement répandues, nous aurons soin d'ajouter 
dans les exemples, les résuliats que donnent les cal- 
culs faits suivant l’ancienne division ; ou la division 
sexagésimale de la circonférence. La différence ne 
tombe jamais sur la valeur des côtés, mais seulement 
sur la valeur ou plutôt sur l'expression en degrés des 
angles et des arcs. 

1... Les. degrés, minutes et secondes se ë désignent 
Mr par les caracteres or nueainsi Lexs 
pression 16° 6’ 75", représente un arc ou un angle de 
16, degrés 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce 
même. arc au quadrant pris pour unité, il s’expri- 
merait par O0, 160679. On voit en même temps ans 
l'angle mesuré par cet arc, est à l’angle droit : 
160878 à 31000000 , rapport qu on ne déduirait a 
aussi facilement de eXpressions données par. l’an- 
cienne division de la circonférence. 

Les ares et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le cieu: par dés nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nus désignerons l’angle 
droit ou le quadrant par 100°, deux angles, droits 
où, la demi -circonférence par: 200, quase ques 
droits ou. la,circonférence entiere par 400; ainsi de 
suite. | 

ax, Le complément d'un angle ou d’un arc est. ce 
qui reste en retranchant cet angle ou cet arç de 100°. 
Ainsi un angle de 25° 40° a pour complément, 

29, 
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74° 6o'; un angle de 12° 4' 62" a pour complément, 
80 99 8" 

En général, À étant un angle ou un arc quelcon- 
que, roû° — A cst le complément de cet angle ou de 
cet arc. D'où l’on voit que, si l'angle ou l’arc dont il 
s’agit est plus grand que 100°, son complément sera 
négatif. C’est ainsi que le complément de 160° 84' 10" 
est — 60° 84’ 10". Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu'il faudrait retran- 
cher de l’angle ou de l'arc donné, pour que le reste 
fût égal à à OO. 

Les deux angles aigus d’un triangle rectangle valent 
ensembie un angle droit : ils sont donc compléments 
l’un de l’autre. 

iv. Le supplément d'un angle ou d’un arc est ce 
qui réste en Ôtant cet angle ou cet arc de 200°, valeur 
de deux angles droits ou d’une demi-circonférence. 
Ainsi À étant un angle ou un arc quelconque, 
2000 — À est son supplément. 

” Dans tout triangle, un angle est le supplément de 
la somme des deux autres, puisque les trois ensemble 
font 2002. 

Les angles des triangles , tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers, ont toujours leurs 
suppléments positifs ; car ls sont toujours moindres 
que 200°. Q | 


[a 


Notions générales sur les SiNUS , COSINUS , 
tansgenies, eËC. 


v. Le sinus de Varc AM, ou de l'angle ACM, este 


ia perpendiculaire MP dDAtES d’une extrémité de 
l’arc sur le diametre qui passe par l’autre extrémité. 

. Si à l'extrémité du rayon CA on mene la perpen- 
diculaire AT jusqu’à la rencontre du rayon CM pro- 
longé, la ligne AT, ainsi terminée, s'appelle ia /an- 
gente ,;et CT la sécante de l’arc AM ou de l'angle ACM. 
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Ces trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de 
l'arc AM, et toujours déterminées par l'arc AM et 
le rayon, se désignent ainsi : MP — sir AM, ou 
sin ACM, AT — trans AM, ou tang ACM TC, 

séc AM, ou sec ACM. 

1. Ayant pris l'arc AD égal à un œuadrant, si 
de points M et D on mene les lignes MQ,, DS 
perpendiculaires au rayon CD, l’une terminée à ce 
rayon , l’autre terminée au rayon CM prolongé; les 
lignes MQ, DS et CS seront pareïllement les sinus, 
tangente et sécante de l'arc MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus, cotan- 
gente et cosécante de l’arc AM, et on les désigné 
ainsi : MQ —cos AM , ou cos ACM, DS —coc AM, 
ou cot ACM, CS — coséc AM, ou coséc ACM. En 
général, À étant un arc ou un Ra quelconque, on a 
cos es (rooÿe A),cot A-= tang (100°— A), 
coséc À — séc (100°— À ). 

Le triangie MQC est, par construction, égal au 
triangle CPM , ainsi on a CP — MQ ; donc dans le 
triangle rectangle CMP , dont l’hypoténuse est égale 
au rayon, les deux côtés MP, CP sont le sinus et le 
cosinus de l’arc AM. Quant aux triangles CAT, CDS, 
ils sont semblables aux triangles ésaux CPM | CQM, 
et ainsi ils sont semblables entre eux. De là nous 
déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes que nous venons de définir ; mais au- 


paravant 1l faut voir quelle est la marche progressive | 


de ces mêmes lignes, lorsque Parc aq elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu’à 200°. 

II. Supposons qu'une extrémité de l'arc demeure 
fixe en À ,'et que l’autre extrémité, marquée M, par- 
coure successivement toute l’étendue de la demi- 
circonférence depuis À jusqu’en B dans le sens ADB. 

Lorsque le point M est réuni en A, ou lorsque 
arc AM est zéro , les trois points T, M, P, se con- 


fig. I. 
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fondent avec le point À ; d'où l’on voit qué le sinus 
et la tangenté d’üun arc zéro sont zéro, et que le 
cosinus de ce même are ést égal au rayon, ainsi qué 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du 
cercle, on aura 

sin 0—0, tang 0—0,cos0—R. séco—R. 

vi. À mesuré que le point M s’avance vers D, 
le sinus augmente , ainsi qué la tangente et la sé- 
cante ; maïs le cosinus , la cotangente et la cosécante 
diminuent. 

Lorsque le point M se trouvé au milieu de AD, 
où lorsque l'arc AM est de 50°, ainsi que son com- 
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ 
ou CP , et le triangle CMP , devenu isoscele, donne 
là proportion MP : CM::1:1/2,ou sin 5o0:R:: 


R 
1:1/2. Donc sin 5o°— cos DO À 2. Dans 
2 


ce même cas le triangle CAT devient isoscele ‘et égal 
au triangle CDS ; d’où l’on voit que la tangente de 
bot et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon, 
et qu’ainsi on a ang 5o°—cot 50° —R. 

x. L’arc AM continuant d'augmenter , le sinus 
augmente jusqu'à ce que le point M soit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est 
zéro. On a donc sin 100 = R et cos rov° — 0 ;et l’on 
peut remarquer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de l’arc zéro ; car le complément de ro0° 
étant zéro, on a sir 1000 — cos 0° = R et cos 1009 = 
sin 0° = 0, 

Quant à la tangente elle augmente d’une maniere 
très-rapide à mesure que le point M s l. An de 
D; et enfin lorsqu'il est parvenu en D, il n'existe 
plus proprement de tangente, parce que les lignes 
AT, CD , étant paralleles , ne peuvent se rencontrer. 
C’est ee qu'on exprime en disant que la tangente de 
100° est infinie, ct on écrit (ang 100° = . 
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Le complément de r00° étant zéro, on à tang 0 — 

cot 100° et CO O — lang 100%. Donc cot 0 —X et 
cot 1009 — 0. 

Le point M continuant à avancer de D vers B, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentent. Aïnsi 
on voit que l’arc AM’ à pour sinus M’ P', et pour 
cosinus M'Q ou CP’. Mais l'arc M'B est supplément 
de AM", puisque AM'+ M'B est égal à une demi- 
circonférence ; d’ailleurs si l’on mene M'M parallele 
à AB, il est clair que les ares AM, BM', compris 
entre paralleles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P'. Donc /e sinus d’un arc 
ou d’un angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

L’arc ou l’angle À à pour supplément 200°— A : 
ainsi on a en général 
sin À — sin (200°— À ). 
La même propriété s'exprimerait aussi par l'équation 
sin ( 100° + B )— sin ( roo0 —B ), B étant l’arc DM 
ou son égal DM. 

Les mêmes arcs AM’, AM qui sont supplé- 
ments l’un de l’autre, et qui ont des sinus égaux, 
ont aussi les cosinus égaux CP’, CP ; mais ül faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
différents. Cette différence de situation s'exprime 
dans le calcul par l'opposition äes signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs, ou affectés du 
signe +, les cosinus des arcs moindres que ro0° , il 
faudra regarder comme négatifs ou affectés du signe 
— , les cosinus des arcs plus grands que’r00°. On aura 


done en To ; 
cos A — — cos (2000— À ), 
où cos (roo0+B )—-—cos (r00°—B ) ; c’est-à-dire, 


que le cosinus d’un arc ou d’un angle plus grand que 
100° esc égal au cosinus de son supplément, pris 
négativement. 

LI Fi 


Æ 


PTT. 
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Le complément d’un arc plus grand que 100° 
étant négatif * , il n’est pas étonnant que le sinus de 
ce complément soit négatif; mais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l'expression 
de la distance du point À à la perpendiculaire MP. 
Si on fait l'arc AM— x, on aura CP — cos x, et la 
distance cherchée AP — R — cos x. La même for- 
mule doit exprimer la distance du poïnt À à la 
droite MP , quelle que soit la grandeur de l'arc AM, 
dont l’origine est au point À. Supposons donc que le 
point M vienne en M', en sorte que x désigne l’arc 


AM, on aura encore en ce point AP! —R— cos x;. 


donc cos x —R-—AP'—AC—AP'—CP'; ce qui 


fait voir que cos x est alors négatif; et parce que 


CP' = CP — cos ( 2000 — x), on a cos x —— cos 


(200°— x), comme on l’a déja trouvé. 

On voit par-là qu'un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l’angle aigu qui lui sert de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l’angle obtus doit être affecté du signe —. Ainsi 
on à sin 1900 — sin 50° + RV/2, et cos 1500 —— 
cos 50°——2R V2. 

Quant à l’arc ADB égal à la demi - circonférence, 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement ; on a donc si 200°—0 , et cos 200° 
—— KR. C'est aussi ce que donneraient les formules 
sin À —sin (200%—A) , et cos A—— cos (2000— A), 
en y faisant À — 2000. | 

x. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d’un arc AM' plus grand que 1002. Suivant 
la définition , elle doi être déterminée par le con- 
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes né se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV; d’où l’on voit que la tan- 
gente d’un arc plus grand que 100° est négative. 
D'ailleurs , si on observe que AV'est la tangente de 


fg. 1. l'arc AN supplément de AM'( puisque NAM' est une 
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demi-circonférence ), on en conclura que /a tangente 
d’un arc ou d’un angle plus grand que x00° est égale 
à celle de son supplément, prise négativement , de 
sorte qu'on à 

tang À ——tang (200° — A) 

Il en est de même de la cotangente représentée 
par DS”, laquelle est égale, et en sens contraire à 
DS cotangente de AM. On a donc aussi 

cot À ——cot ( 200°— A ). 
Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives, 
ainsi que les cosinus, depuis 100° jusqu’à 200°. Et, 
dans cette derniere limite , on à tang 200° — o et cot 
200 COL 0 =D), 


xi. Dans la trigonométrie il n’y a pas lieu de consi- 
dérer les sinus, cosinus , etc., des arcs ou des angles plus 
grands que 200° ; car c’est toujours entre o et 200° que sont 
compris les angles des triangles tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n’est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et méme 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver l’expression des sinus et cosinus de 
ces arcs, quelle que soit leur grandeur. 

Observons d'abord que deux arcs égaux et de signes 
contraires AM, AN, ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP , PN, tandis que le cosinus CP est le même 
pans l’un et pour l’autre. On a donc en général 

sin(—x)=— sin x 

4 cos (—x)—cos x, 
formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs RÉ 

Depuis 0° jusqu’ à 200° les sinus sont toujours positifs, 
parce qu'ils sont situés d’un même côté du diametre AB; 
depuis 200° jusqu’à 400° les sinus sont négatifs, parce qu ils 
sont situés de l’autre côté de ce diametre. Soit ABN'—-r 
nu arc plus grand que 200°, son sinus P'N' est égal à PM 
sinus de l'arc AM = 2 — 200° ; donc on a er général 


SR TL ——çsin (æ— 200°). 
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Cette formule donnerait les sinus entre 200°:et 400° au 
moyen des sinus entre 0° et 200° ; «elle donne en particulier 
sin 400°==— sin 200°— 0 ; il est évident en effet que si 
un arc est égal à la circonférence entiere, les deux extré- 
mités se confondent en un même point , et le sinus se réduit 
à Zéro. 

Il n’est pas moins évident que, si à un are quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences, on retom- 
bera exactement sur le point M, et l’arc ainsi augmenté 
aura le même sinus que l’arc AM ; donc si C désigne une 
circonférence entiere où 400°,on aura 

sinx—=sin(C+x)=sin(2C+x)=sin(3C+7x)etc. 
La même chose auraït lieu pour les cosinus , tangente, etc. 

Maintenant, quel que soit l’arc proposé x , il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer, avec un 
signe convenable, par le sinus d’un arc moindre que 100°. 
Car d’abord on peut retrancher de l’are x autant de fois 
400° qu'ils peuvent y être contenus; soit le reste y, on 
aura sir x—sin y. Ensuite si y est plus grand que 200° , on 
fera y —200° 4-2, et on aura sir y ——sinz. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l’arc proposé est moindre 
que 200°, et comme d’ailleurs on a sin (100° +7) = 
sin (100°— x) ,il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
au cas où l’arc proposé est entre zéro et 100°. 

xiv. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de la formule cos À — sin (100° — A), ou, si l’on veut, 
de la formule cos A —-sin (100°+4- À ); ainsi, sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 


évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement par la 
figure que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 


sitifs par le diametre DE, en sorte que tous les arcs dont 
l'extrémité tombe à gauche de DE ont un cesinus positif, 
tandis que ceux dont l’extrémité tombe à droite ont un 
cosinus nr Û & 

Ainsi de o° à r00° les cosinus sont DOSULES de 100° à 300° 
ils sont négatifs, de 300° à 4oo° ils redeviennent positifs; 
el après une révolution entiere, ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente, car on à aussi 


cos ( 400° +-x NS To ee 


4 


L 
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D'après ces explications, il est aisé de voir que les sinus 

et cosinus des arcs multiples du qgirent, ont les valeurs 
suivantes : 

sin O°—0!sëm100 —R {cos 0o°—=R  Îcos 100°=—=0 

sin 200°—0o|sir 300° ——R|cos 200°——R|cos 300°=—0 

sin k00°—o|sér 500 —=R  {|cos 400 —=R {cos 500 —0 


sin 600°—o|sir 7900° ——R\cos 600 ——R|cos 700°—0 
sin 800°— o|sin 900°—R |cos 800°—R |cos 900 —0 
etc. etc. etc. etc. 


En général À désignant un nombre entier quelconque, on 
aura : 
sin 24. 100° — 0, cos (24 + 1).100°—0 
sin (KA +1). 100 =R cos Lk. 100 —R 
sin (kk —1).100°——R {cos (4 À + 2).100°——R 
Ce que nous venons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d’entrer dans aucun détail particulier sur les tangen- 
tes, cotangentes, etc., des arcs plus grands que 200°; car les 
valeurs de ces quantités et leurs signes sont toujours faciles 
à déduire de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs, ainsi 
qu'on le verra par les formules que nous allons exposer. 


T'héorémes et formules concernant les sinus, 
cosinus, tangentes, etc. 


xv. Le sinus d’un arc est la moitié de la corde 
qui sous-tend un arc double. 

Car le rayon CA, perpendiculaire à MN, divise 
en deux parties égales la corde MN et Parc sous- 
tendu MAN ; donc MP, sinus de l’arc MA, est la 
moitié de la corde MN qui sous-tend l’arc MAN, 
double de MA. 


La corde qui sous-tend la sixieme partie de la 


-. 1 7, , 0 00° 
circonférence est égale au rayon ; donc sin 
12 
ou si 33°=—2R, c'est-à-dire que le sinus du tiers 


de Dr droit est égal à la moitié du rayon. 
xvI Le quarré “4 sinus d’un arc plus le quarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon, de 


L 
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sorte qu’on a en général sin * A + cos" AR °(1). 


Cette propriété résulte HA pment du triangle 


——— 2 


rectangle CMP, où l’on a MP + CP— CM. 

Il sensuit qu'étant donné le sinus d’un arc on 

trouvera son cosinus, et vice versé, au moyen des 
formules cos A—EV(R°—sin"A), sin A— 
” (R°—cos* A). Le double signe de ces formules 
vient de ce que le même sinus MP répond à deux 
arcs AM, AM, dont les cosinus CP, CP’ sont égaux 
et de signes contraires , comme le même cosinus 
CP répond à deux arcs AM, AN, dont les sinus 
MP , PN sont pareillement égaux et de signes con- 
traires. | 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé sin 33°+—°kR, 
on en déduira cos 33°-+ ou sin 66°2—=1V/(R°—5R°)— 
V'ÈR'—:R 13. 

XVII. Ætant donnés les sinus et cosinus de 
l'arc À, on peut trouver les tangente, sécante, 
cotangente et cosécante du méme arc au moyen 


_ des formules suivantes : 


R sen À R ° R cos A 
arr Nes ec AS COS ES 
(4 cos À ? cos À ? Sn À ”? 
; R° 
coséc À — — 
sir À 


En effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS 


donnent les proportions : . 


CP:PM :: CA : AT'ou cos À : sinA :: R: rang AR #7 À 

} cos À 
CP : CM :: CA : CT ou cos À : R :: R : séc A 
PM : CP :. CD: DS ou sir A:cos A::R:cot APRES 
PM : CM :: CD : CS ou sin A : R :: R : coséc A 


(1) On désigne ici par st2° A le quarré de sin À , et semblable- 
ment par cos* À le quarré de cos A. 
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d’où l’on tire 1e quatre formules dont il s’agit: On 
peut observer äu reste que les deux dernieres for- 
mules se déduiraient des deux premieres en mettant 
simplement 100° — À au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes, etc. pour tout arc 
dont on connaïtra le sinus et le cosinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus, selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il ne 
reste rien à desirer sur la loi que suivent semblable- 
ment les tangentes , sécantes, etc. 


On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déja obtenus relativement aux tangentes ; 
par exemple, si l’on fait A—100°, on aura sir AR, et 

R? ‘ ù ; 
cos A—o, donc {ang 100°—— ; expression qui désigne 
une quantité infinie; car R° divisé par une quantité très- 
petite, donnerait un quotient très-grand ; donc R° divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parce que zéro peut être pris avec le signe +-ou 
avee le signe — , on aura la valeur ambigu rang 100° — 
Æ œ: 

Soit encore A—200°—B, on aura sir A — sin B, et 


À R sin B 
cos A=—cos B; donc tang (200 —B) = — — 
— cos B 


R sen B 


- T = — tang B, ce qui s'accorde avec l’art. xar. - 
cos 


xvur. Les formules de l’article précédent, com- 
bille entre elles et avec l'équation sir * À + cos*° A 
—R°,en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 


On a d’abord R° + 1eng? A —R° re 
__R° (sin? A+cos A) R* 
ai cos® À Nr Fe OS 
— séc® À, formule qui se déduirait immédiatement 


, donc R° + rangs ° A 
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du triangle rectangle CA'T ; on aurait de même, 
par les formules ou par le triangle rectangle CDS, 


RH eoË:. À coséc, NAN 
Enfin , si on multiplie entre elles les formules 


R sin À R cos A 
tang À TT cor A RUN) on aura Larie À 
5 COSTA Le M 5 


: R°* 
x co À —R°, formule qui donne cot A———, 
tang À 


2 


R 


On aurait de même cot B — 


R ? 
tang B 
dire , que /es cotangentes de deux arcs sont en raison 


inverse de leurs tangentes. 

Cette. formule cot À X tang AR" se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT , CDS, lesquels donnent AT: CA : 
CD : DS, ou sa A: R:: co À. 

XIX. FT donnés 1 sinus et cosinus de deux 
arcs a et b,on peut déterminer les sinus ét co- 
sinus de la somme ou de la. différence de ces 


arcs, au moyen des formules suivantes: 
sin a cos b +- sin b cos a 

gr CPR be Ce M tee 

sin a cos b— sin b cos a 


sin (a—b) === + 


. Donc cot À : cot B :: tang B : rang À ; c’est-à- 


cos a cos b — sin à sin b 


cos Gap b.) creer EF 


cos a cos b nr a sen v 


cos (a—b) 

Soit le rayon WW —R, Tare = Re hé BD: Lo 
et par conséquent ABD — a+ b. Des points B et D 
abaissez BE, DF perpendiculaires sur AC; du point 
D menez DI perbendiculaire sur BC, enfin h point I 


menez IK perpendiculaire et IL Pda: à AC. 
Les triangles semblables BCE, ICK donnent les 


proportions | 


13. 2. 


& 
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CB:CI:: RE: & ou R : cos b :: sin a SK — "#74 05 4 = p 
CB:CL:: CE:CK ou R:c05 à :: cos a: CR = 98€ 608? 


Les triangles DIL, CBE, qui ont les côtés perpendi- 
culaires RL à à acute sont semblables et CORTE 
les propor tions 

CB:DI :: CE: DL où R : sin b:: cos a : DL — 


cos a sin b 


R 


PR RE "IL onl : 7 Bon Ile Rs 
Mas on a | 
IK<+DL=DF— sin (a+b),et CK —IL—CF— 
cos (a+4-b). Donc 


sin a cos b +- sin b cos a 


sin (a + b) — a 
; : cos a cos b— sin a sin b 
cos'(a+-b) Er non WE OR 


Il serait facile de déduire de ces deux formules les 
valeurs de sin (a—b}et de cos (a—b); mais on 
pêut les trouver directement par la'même figure. En 
effet, si on proionge le sinus DT jusqu’à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BM—BD—», 
et MI ID — s;7 0. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN paraliele à AC; puisque MI—DI, on 
aura. MN—IL, et INDE. Mais on a LIN 
MP=— sin. (a — #) ,et 1 OK + MN =CP— cos (a—b); 


donc 
sin a cos b.— sin b cos a 


” sin (a—b) — FA 
; COS a COS b+-stn a sin db 
UT Re 


Ce sont les formules qu’il s'agissait de démontrer. 


cos (a—b) — 


On pourrait craindre que la démonstration précédente 
ne fût pas assez générale, parce que la figure qu’on a suivie 
suppôse les arcs & et b, et même a-+-b plus petits que 
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100°. Mais d’abord la démonstration s'étend sans peine au 
cas où a et b étant plus petits que 100°, leur somme a +4-b 
est > 100°. Alors le point F tomberait sur le prolongement 
de AC, et le seul changement à faire dans la démonstration, 
serait de prendre cos (a-+-b)—=—CF; mais comme on aurait 
en même temps CF — IL — CK, il en résulte toujours 
cos (a4+4-b) — CK —IL, ou R cos (a+b) = cos a cos b 
— sin à sin b. 
Supposons maintenant que les formules 
R sin (a+4-b)=—sin a cos b +- sin b cos a 
R cos(a +b)=— cos a cos b — sin a sin b 
soient reconnues exactes pour toutes les valeurs de a et 
de », moindres que les limites À et B, je dis qu'elles auront 
encore lieu lorsque ces limites seront 100° +- A et B. 
En effet, on a généralement, quel que soit l’arc x, 
sin (100° + x) = cos x 
cos (1007 + x) — — sin x. 
Ces équations sont manifestes lorsque x est < 100°, et on 
s'assure aisément qu'elles ont lieu pour toutes les valeurs 
de x, au moyen de la fig. 18; où MM” et M'M'' sont 
deux diamètres perpendiculaires entre eux, et où l’on peut 
prendre successivement pour x les valeurs AM, ADM’, 
ADDM/, ADBEM'”, ou ces valeurs augmentées de tant de 
circonférences qu’on voudra. 
Cela posé, soit x — "1 + b, on aura 
sin (100° + m+b)— cos (m+b) 
cos (100° +- 72 +d)—=— sin (m + b). 
Mais, suivant l’hypothese, on connaît les valeurs des se- 
conds membres, tant que 72 et b n’excedent pas les limites 
À et B; donc dans cette même hypothese on aura : 
R s£r (100° + m +4-b)— cos m cos b — sin m sin b. 


Ron se EF PE cos b — cos msin b. 


Soit 100 Ha; puisqu’ on a sin (.100° + m)— cos m 


et cos (100° + m—— sin m, il en résultera cos m—sin a 
et sin m—— cos a; donc en faisant cette substitution 
dans les équations précédentes, on aura : 

R sn (a+ b)— sin a cosb+ cos a sin b 

R cos (a+-b)— cos a cos b—sin à sin b. 


D'où l’on voit que ces formules, qui n'étaient démontrées 


A nd rec RSA 


TRIGONOMÉTRIE. 353 


d’abord que dans les limites a < À, b<B , le sont mainte- 
nant dans les limites plus étendues & < 100°-H A, b < B. 
Mais, par la même raison, la limite de, pourra être re- 
culée de 100°, ensuite celle de a, ce qui peut se continuer 
indéfiniment; donc les formules dont il s’agit ont lieu, 
quelle que soit la grandeur des ares a et b. 
L'arc a étant composé de la somme des deux arcs a — b 
et à, on aura, d’après les formules précédentes , 
Rsin a sin (a—b) cos b + cos (a — b) sin b 
Rcosa— cos (a — b) cos b — sin (a —b) sin b. 
Et de celles-ci on tire : 
R sin (a—b)—sin a cos b—sin b cos a 
R cos (a—b) — cos à cos b+4- sin a sin b, 
formules qui auront encore lieu pour toutes valeurs de a 
et de &. 


\ 


xx. Si dans les formules de l’article précédent on 
fait b— a, la premiere et la troisieme donneront 


2 SE A COS à COS A— sin «a 7 

7 OO G = RE 
x À 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 

d’un arc double, lorsqu'on connait le sinus et le 

cosinus de l’arc simple. C’est le problème de la du-. 


plication d’un arc. 


Sin 2aA—= 


et © 


Réciproquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales, mettons dans les mêmes for- 
mules = & à la place de a, nous aurons 

4 2 SN & COS 4 COS? + a— sin <a 

SR QG — 5 ——, cos a — 
Or, puisqu'on a tout-à-la-fois coue a+ sin® za—=R° 
et cos” = a—sin" + a—kR cos 4, il en résulte 
cos” =a—?R'+:Rocosaetsin®:a—R"—"!Rocosa, 
donc 

sinra—œV (:R°—:°©R cos a) 
cosia—V” (ÈR*°+<R cos a). 
Ainsi, en faisant &a—100°, Où cos 4a—0, on a 
sin 5o°—cos 5o0—V/1R°—R1/:; ensuite si l’on 


Douz. éd. 23 


re 


k 


S+ 
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fait ao, ce qui donne: cos a— RW: +, on aura 


sir 230 RE) jet cos 250 BV (: HV). 

xx. On peut aussi avoir les valeurs de sir + a et cos: à 
exprimées par le moyen de sr a, ce qui sera utile dans 
beaucoup d'occasions ; ces valeurs sont : 

sin=a—5l/(R° EN a)—?y/(R°—Rosina) 

cosra—iV (R°+Rsina) FIV” (R°—Rsina). 
En effet , $i on éleve la premiere au quarré, on aura sir ° 2 a 
+ (RH sir a) (R?— R'7 HER sin° à) 
5 R°—2R cos a; on aurait de même cos? =a—2iR°+ +R 
cos a, te qui s'accorde avec les valeurs MORTE: de 


sin+ a et cos a. Il faut cependant observer que, si cos & 


était négatif, le radical /(R°—R sir a) devrait être pris 


avec un signe contraire dans les valeurs de sir + a et cos+a, 
ce qui changerait l’une dans l’autre. 


‘xxir. Au moyen de ces formules, il est facile de déter- 
minér les sinus et cosinus de tous les dixiemes du qua- 
drani. 

Et d’abord soit si 20° —x, 2x sera la corde de 40°, ou 
le côté: du décagone régulier inscrit ; or ce côté est égal 
au plus grand pegnent au rayon divisé en moyenne et 
extrême raison *; donc si on fait le rayon égal — 1, Oonaura 
1:27 ::: Delà ontire 4Xx°—1—2x,oux +5 ere 
donc (x = RE 75, et enfin 
æ Où sir 20° + — 1 4-15). 


5 5 
Cette valeur, élevée au quarré, donne sin° 20 — 


r'æ 16 k 


10+20/8 
. Mais cos *a—sin" °& 


donc 1--sin° 20°, Ou cos 20 = —=—;— ë 
L 


2 ON NME RDS EE V7 
= cos 2 a ; donc cos te sin 60 ER not E DV FPT 
| c 4 


Maintenant, si dans les formules du n° xxrôn fait R= 1, 
a=20",et sin a—+(—1+1/5), on en déduira 
«in 10° —44/(34 1/5 )— 4 (537 5) 
cos 1041 (34 1/5) Hi (51 5). 
Si ensuite on fait dans les mêmes formules 4260", et 


sin a+ (1445), on aura 


7 Pl 


+ 


TRIGONOMÉTRIE. 355 
sin 30 —+iV/ (5445) (3—1/5) 
cos 30 — + (54+V/5)+i/(3—1/5). 
Avec ces valeurs et celles qu’on connaît déja de sér 50, 
et de six 100°, on peut former le tableau suivant : 
70) 0 —CoST00 —0. 
Sin 10° —cos 00 1" (3-01 100 
sin 20 —Ccos 80° —+(—1+1/5) 
sin 30 —cos 70 —ip/(b+y/5)—51/(3—1/5) 
sin 4o°—cos 60 —Ey/(16—24/5) 
sin105 07e 665: box pd 
sin 60 —cos 4ko°—+5(1+15b) 
sin 70 —cos 30 —51/ (DHL b)+iu (3—1/5) 
sin 80 —cos 20° —;1/(10+2,/56) 
Sin 90 COS 10 —;l/(3+41/b FL (5—1/5) 


MATO0 == COS ; Ô = 


bu + 


Ces valeurs peuvent se simplifier encore, puisqu on à 


(3H /5)=i/10+E1/2etl/(3—1/5)=2p/10—°(/>; 


d’où l’on voit qu’en regardant comme connues” 2,,/ 5 et 


V” 10, il ne reste que quatre extractions de racines quarréés 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de 10°. 

AURRE 


xxr1. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarquables. 1° Puisque 25772 4o° est la corde de 80°, ou le 
cÔtÉ du pentagone régulier inscrit, ce côté" (10—21/5), 


10— 24/6 oi 
———. Le côté du décagone régulier 


l + 
= 2 sir 20° —<+(—1+4-41/6),son quarré=?:(6—324/6);0or 
+(10—21/5)=145(6— 2 1 5). Donc /a somme faite du 
quarré du rayon et du quarré du côté du décagone, est égale 
au quarré du pentagone régulier inscrit. 


Son QUarré — 


2° Entre les sinus des HS dus impaires du 
quadrant, on a cette relation ; 

sin 00° +-sêr 30° sin 10°—sin bo +-si2 70°, 
et les divisions paires donnent semblablement sz 60° — 
sin 20°+-=. Mais ces formules ne sont que des cas particu- 
liers, et or peut démontrer que x étant un arc d’un nombre 
quelconque de degrés , on a 


sin(100°—x) sin (20°+-x(H-sin(20—x)==sin(60"—x)+sên(60°-1-r). 


23 


sk 


A 
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En effet, la formule sir (a4-6)+-sin(a—b)—2sinacosb, 
donne 
sin (20°+-x) + sin(20°—x)— 0 sin20" cos x 
sin (60°+ x)+- sir (60° —x)— 2 sin 60° cos x. 


Donc, puisqu'on a sir 60° — sin 20°—2?, et cos x = 


sin (100°— zx), ces deux équations retranchées l’une de 
l’autre, donneront 


sén(60°-Hr) +-sén(60°—x)—sin (20° +-x)—sin(20°-x)=sin (100 —x). 


+ 


# 


sin 


DA ——, cos 3a— 


’ 


Formule d’où l’on tire l'équation des divisions impaires en 
faisant x— 10°, et qui en général peut servir à la vérifica- 
tion des tables de sinus. 


xxiv. Si dans les formules premiere et troisieme 
de l’article x1x, on fait b— 2 a, on aura 


sin2aCOSa+-COS2a Si1a cos 2 a cos a — sin 2 sin a 


R R 
Substituant dans celles-ci, au lieu de ‘724 et 
cos 2a, les valeurs trouvées dans l’article xx, et 
simplifiant les résultats au moyen de l’équation 
sin° a 4 cos a = R*, on aura 


$ den à 4 sin a 
SUE Ja — 5 sin LR Er 
4 cos ° a 
cos à AR — — 3 cos a. à 


Ces formules qui servent à la triplication des arcs, 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou 
division en trois parties égales. En effet, si on fait 
sin 3 ac et sin a—x, on aura pour déterminer x 
l'équation c R°=—3 R° x— 4 x°. D'où l’on voit que le 
problème de la trisection de l'angle, considéré analy- 
tiquement, est du troisieme degré. 

Si dans les mêmes formules de l’article xix, on 
fait successivement b—3 a, b—4 a, etc., on aura 
les sinus et cosinus des arcs 4 a, 5 a, etc.; c’est-à-dire, 
en général, les sinus et cosinus des multiples de a. 
Réciproquement les formules qui servent à la multi- 
plication des ares, donneront les équations à résou- 
dre pour diviser un arc donné en parties égales; 


LE à 
ge 


* 
% ZT 
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c'est-à-dire, pour déterminer sir a ou cos a, lors- 
qu’on connaît siz n & et cos n à. 

xxv. Développons encore les valeurs de sir ba et cos 5 a, 
et pour cela’ prenons les formules 


sin 3 a cos 2 a +- cos 3 a sin 2 & 


R 


cos 3 a cos 24 — sin 3 @ Sin 2 & 
R 


Si on y substitue les valeurs déja trouvées art. xx et xx1v;, 
on aura , après les réductions, 


sin (3a+2a)— 


# 


cos (3a+2a)— 


20 sin a 16 sin° « 


: DS L'f URCSPT ME 
sin Da—5b sin a "TE +- R: 
Bb Ê 20 COS° à 16 cos° a 
COS GE NCOS RENE SURTAOLE EEE SU À 


D'où l'on voit que le problème de la quintisection de Pangle 
serait du cinquieme degré, et ainsi des autres divisions par 
les nombres premiers 7, 11, 13, etc. 


xxvr. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur 
de sir 1° approchée jusqu’à quinze décimales, ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus. L’ex- 
pression de six 10°, trouvée n° xx11, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R—:1, donne sz7 10°— 0. 
15643 44650 40231; de là on tire, par la formule du n° xx1, 
sin b°—0.07845 90957 27845. 

Soit maintenant six. 1° —x, il faudra , pour avoir #, 
résoudre l’équation 

16 x°—20 x ° +45 rx —0.07845 90957 2784. 

Si, pour abréger, on fait le second membre —c, on aura 
à-peu-près Dz—001 —c,etr— At 4 Géc): Orre— 
0.01569 18191 et 4 (:c)° —0.00001 5456; doncona, pour 
premiere approximation, æ—0.01b70 727b, valeur qui 
n'est en erreur que dans la huitieme décimale. Pour en 
avoir une plus exacte, soit #—0.01)70 73 4-7, on aura, 
en substituant dans l'équation proposée, et négligeant le 
quarré et les autres puissances de y, 
0.0784590094249274-4.98520177 —0.07845909727849: 
d’où l’on tire y = 0.0000000173 118207, et 


À: ÿ \ 
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x où stn 1°—0.01)70 73173 118207. 
Du sinus de 1° ou 100’, on déduirait semblablement les 
sinus de ho’, de 10’, de 5’, et enfin celui de 1! 


xxvil. Les formules de l’article xrx fournissent 
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles 
il suffira de rapporter celles qui sont de l'usage le 
plus fréquent. On en tire d’abord les quatre sui- 
vantes : 


sin a cos b—2R sin (a+b)+2R sin (a—b) 

sin bcosa—<©R sin (a+.b)—2R sin (a—b) 

cos a cos b—<R cos (a—b) +<R cos (a+b) 

sin a sin b—2R cos (a—b)\—1:Rcos (a+b) 
lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 
sinus Ou cosinus, en sinus et cosinus réaires ou 
multipliés seulement par des constantes. 


xXvIII. Si dans ces formules on fait a + b—p, 
PE TES PRES 
DAME 


a— b—3g, ce qui donne a — = 


, On 
en déduira 


sin p + sin q = sin? (p4) cos (p—9) 


pi Ga ta) cl EUR) 


SÈR p — Sin q = 


cos E(p+g)cos = (p—4q) 


de si mis 


COS p f- cos q — 


cos g— cos p= sin? (p=+ 4) sir à (p — 9). 


Nouvelles formules qu’on emploie souvent dans les 
calculs trigonométriques pour réduire deux termes à 
un seul. 


xxix. Enfin, He ces dernieres on tiré encore par 


Sin @ {ang a 


la division. et avant rt à ce que: = — 2 — 
> J$ eg RMS à R 


, celles qui suivent : 
eot a 


sin p + sin q 
Sin Pp — SIN q 


COS p + COS q 
sin p + sin q 
COS 4 — COS p 


Sin P — SUR q 


COS p +- cos ge. 
mteof à (pti) ah 
HSE ( P + q je R 
Loos (paper JOB (D QE 
SRE (PQ) SE (pa) 
sin ve lot 0 
| 2 sin; (p+g) cos (p—4) 


Sir P — Sin q 
COS 4 — COS p 
COS P -t- COS q 


COS q — COS p 


sin p +- sir q 


f # 
TRIGONCMETRIE. 


sir; (p 44) cos (p— gt 
sin (p+a). tangs(p + q) 


co6z (pq) 


sin (p—q) R 


__sn3 (PE 4A NOR (PT 43 
cos; (ph) R 


cots(rp+g) 


cotz(p+9) 
targ=(p—4 ) 
2sin3 (pq) cosi (p+q). cos: (p+4) 
pie cos ( P—4) 


re, | 6 
4 35e. me. 
ang (p #9) Ke 
cos (p+-q)) sént (p—q) “ang (p—4q) 
sin p + sir q j& 
1 cos p+4) R 
neo GP 9) 


2 sènz (p+q) cos; (p+q)_ sm (p+a) 


sin (p+-q vas | 
sinz (p—4) 


Sin D —Ssin q af sine ( P—4) cos (p 74) 


Formules qui sont l'expression d'autant de théorêmes. 
De la premiere il résulte que la somme des sinus de 
deux arcs est à la différence de ces mêmes sinus, 
comme la tangente de la demi-somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-différence. 


xxx. Si on fait b—a ou 4 —0 dans les formules 
des trois articles précédents , on aura les résultats 
qui suivent : k | 

0 
cos a +R +-<Rcossa 
sin a=<R—=#Rcos2a 


2 COS® = p 
R —+- COS P un EU 
M 
R sin® =p Ê 
— COS Dp — 
‘4 R 
à 2 SN D COS 5 p 
DO DEE —— "re 
sun p FR 
sin Sinp pr Pr R 


R + cos p COR FEU NES "OC + 7 
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sin p Vite \ CODEN LR 
R—cosp KR  tangip 
Rsfcos pi. cote pa R? 
R—cosp.  R°{\ ang ip 


xxx1. Pour développer aussi quelques formules 
relatives aux tangentes , considérons l'expression 
Rsin(a+d) 
cos (a+b} ? 
titution des valeurs de sin (æ + b) et cos (a +b}, 
‘donnera 


rang (a+b) — 


tang (a+b) — dans laquelle la subs- 


R (sin a cos b 4- sin b cos a) 
cosacosb—sinbsna 
cos a tang a cos b tang b 
: HE j 
substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 
termes par COS & COS Ba on aura 
R° (rang a + tang b) 
R°— ang a tang b | 


Or on a sin a — et sir b — 


Lang (a+b)— 


C’est la valeur de la tangente de la somme de deux 
arcs , exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arés ; on trouverait de même pour la tangente de leur 
différence 
PUCES _e tang a — tang b) 
—+- tang a tang b 

Soit b— a, on aura pour la duplication des arcs 

la formule $ 


2 R°tanga 
LANS 24 — 
| R°—{ang'a 
d’ou résulterait 
pee R° mar R° E CAM x 
COL DO TE EL OT A NC OUQ TE CGI 


tang 2 de lang a 


Soit b — 2 a, on aurait pour leur triplication la 
formule : 
R°(tang a +- tang 2 a 


? 
R°— iangatang2a 


$ 
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dans laquelle si on substitue la valeur de tang 2a, 


on aura | 
tông 3 a 3 R:° (aus —- lang ï a 
R°— 3 tang° a 

xxxit. Le développement des formules trigonométri- 
ques, considéré dans toute sa généralité, forme une bran- 
che importante de l’analyse, sur laquelle on peut consulter 
l'excellent ouvrage d’Euler, intitulé : {ntroductio in anal. 
Inf., ou sa traduction par M. Labey. Nous croyons ce- 
pendant devoir démontrer encore les formules qui servent 
à exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de l'arc, 
formules dont la connaissance est supposée dans la note v 
et qui d’ailleurs sont nécessaires pour la construction des 
tables. Ê 

Et d’abord, supposant lerayon —1, ce qui n’altere pas la 
généralité des résultats, on a la formule cos® A+-sin° A+, 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires cos À +4/— 1 sin À et 
cos À —}/— 1 sin À. Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A+-1/—1 sèr À, cos B4-V/—1 s:2B, 
le produit sera cos À cos B— sin À sin B +- (sin À cos B +- 
sin B cos A)y/— 1, et il se réduit par conséquent à la forme 
cos (A4-B)+L/— 1 sir (A+-B), laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On a donc'en général 


(cosA+4/—1sinA) (cosB+#4/—15i1B)—cos(A+-B)#4/—1si2(A+4-B), 


et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s'exécute en ajoutant seulement les arcs, ce qui 


est une propriété analogue à celle des logarithmes. On en … 


conclura successivement 


(cos A+ V/—1 sèn À) (cos AHV/—1sin AÀ\—=cos2 À +4V/—15i22 À 
(cos À + y/—7 sen À) {cos 2 À +-V/—1sin 2 À)— cos 3 A44/—1 sir 3 À 
(cos AH L/—1 si A) {cos 3 A+-1/—15èn3 À)— cos 4 A+ 4/—1 sin 4 A 


etc. 
Le premier produit est égal à (cos A+V sin À )°, le 
second est égal à (cos A+4-1/— 1 sin À)°; et ainsi de suite. 
Donc en général, z étant un nombre entier quelconque 
on aura 


(cos À + V/—1 sir ÀA)"=cosnAÂ 4V/— 1 sin n À. 


ät 
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De là résulte, en changeant le signe de p/—1, 
(cos A—y/—1 sir A )"—= cos nr A—4/ —1 sin n À, 
ais 
P: et de ces deux équations qui sont une suite l’une de l’autre, 


on déduira les valeurs séparées de six r À et cos n À, savoir: 


cos RA—%(cos A 44 —1 sèn A)"4-2(cos A—4/ —1 sir A)" 


; 2! » rt 
sin r A rrpae A 4/1 sin A — (cos A4 —1 sin À)” 


xxxiti. Si on veut exprimer les mêmes quantités en 

- séries , il faudra développer par la formule du binome 
(cos À +-y/— 1 sin À)", ce qui donnera 

n 1e ci : I .1—1 ee x 
cos" À +- —cos A sën A y/—r cos A sir° A 

z 1.2 

Fa ————— — DOS TT À Sr Ar A TER "TRS ee a — 

Et cette quantité étant la valeur de cos 7 A-H4y/—1 sin nA, 

on égalera te la partie réelle à cos n2 A, et 18 partie 


imaginaire à j/—1 s272 r À. On aura donc 


os" #Asin*A+etc. 


TT à I. NT « N—D . 3 : 
cos nAÀ —cos" A PRO RTE A OR ER ASE 1e Le 
9 1.2.3./4 
. à 1.11 1.7—2 
sin nÂA=ncos "A sin RE VU 
, 1.2. 


0$ À sin A etc, 


séries dont la loi ést facile à saisir , et au moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d’un arc multiple de À, 
d’une maniere beaucoup plus prompte que pe les opéra- 
tions indiquées art. XX1Iv. 


xxxiv. Puisqu'on à sin A—cos À tang À, ces séries 
peuvent se mettre sous la forme 


NN —T NN = .1-—2.7—3 
cos nÀ =cos" A ( I tang À + tang* A— ct.) 


1.2 121917 


A oo EE Lente 


1 FO Re 


sen nÀÂ = cos"'A ( tang À — tang” À +- cie.) 
I 


% 


Soit r—€., on aura , en substituant cette valeur et 


conservant cependant le facteur cos” À, 


" Ce 
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j 1 
cos 00 A A3 Aou 13 


néang À “tx A .4— 
sin r=cos A (T- 522 IT RER se Ge e etc. ) 
FAUT A 210 


Dans ces formules on peut prendre A à Men supposons 
tang À. 


A très-petit, alors sera très-peu différent de l’unité, 


parce que la tangente d’un arc très-petit est presqu'égale 
à l'arc. Cependant, tant que l'arc n’est pas nul, on à 


£ A ° 
tang À > A (1) ou —— > 13; on a en même temps 
tang À tang À tang À 1 
À À d © MA LNEE : De 
> sin À (2); donc—— < 2 ae DU < Ra 


ne À 


ta + 
là on voit que le rapport TE est toujours compris entre 


les limites 1 et . Soit A—o, on aura cos A— 1; donc 


COS 


tang À 


puisque Kai est compris entre 1 et il faudra qu’on 


cos À 


ang À 


à £ ; 
ait exactement — 1. Donc en faisant A—o,onaura 


A( En pu + 
COS X—COS VERRE EUR CESR LU eme dpi 
In BCE X Mr LE RTE 


ae A( x° jé x° ; 
sin x—=COSs"? L— ——— — etc. 
2 Pt D 0 PE PUS 


Il reste à voir ce que devient cosr À, lorsque À diminue 


1 
de plus en plus, et devient enfin zéro. Or on à— — 
cos® À 


séc A 1 +-tang* À ; donc cos A—( As À) * , donc 
Pire 


cos" A—(1+tang* AY } F=r- ang? AU = tang*A—etc. 


(1) AT est plus grand que AM, parce que le triangle ATC est au sec- fig. 1. 


teur ACM : : ATX = AC : AMX + AC : : AT : AM. 
(2) AM est plus grand que MP, parce que l’are MAN est plus graud 


quexsa corde MN. 


se 
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Substituant au lieu de z sa valeur —, on aura 


Lin C l ? À ŒiST A # À 
LR CON A ER À. SR + nr 
2 À 2.4 À 


Si l’on imagine maintenant que À diminue de plus en plus, 
+ restant la même , la valeur de cos” À approchera de plus 


—— ete. 


tangA 


ma) D 


en plus de l’unité; enfin, si l’on fait A—o et 


on aura exactement cos” Ar. Donc on a les formules 


F) MaUEs . id 
COLE I — Lu UE PR Re etc. 
1: 21 net Ne Set 5% 6 
s x x 
SANTE TX— — etc. 


da. 8 ÉOTISOUTE 


par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinus d’un 
arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 
pour unité, 


xxxv. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d’une 
maniere succincte, par le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1,ona 
z° “à 2 
nus PRÉ 
da _ Si, dans cette formule , on fait z=—xr\/— 1, il en résultera 


Z 
EEE —- etc. 


Lie ŒV/+x a a V/—x x“ x V/—1 
M avr At 
n° a I 1.2 ses 1.2.3. 4.5 


On aurait semblablement en changeant le signe de V/— 1 


EST etc. 


% ax 0 a RW/-r it x x? V/—1 
e_ Vi es ee ame —————— Es - —elc. 
1 1.2 ML0-0 00h 1 152.3: 4.0 
ja De là on tire 
REA CAN HA a LM 
ë V LH E XV — 1 + 24 
Ii —7 + —————— — etc: 
o 1.0 TAN OU 
et —1 Su PT EAU pen x 75 | 
- re ———- — etc. 
2V/—-1 2,2400080882:3./55 


séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvées 
pour cos x et sin x. Doncona 
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ÉMAEE ET EN — a BAV ET EL RER VAR 
COS TE, SINEX— ——, 
2 2V/—1I 
Mn ti A revint d pisn À 
dou ion tire Nm] ,———2=\/—]tans x 
MER Le TES: “OS TX ë + 


formule dont on a fait usage , note 1v. 


Les mêmes formules donnent e*V—:—cosx+-\/—1sinx, 
ET V1 cos x —V/—1sir x; donc, en divisant l’une 


2TV—1 __ 


cos x + V/ — 1 sin x 
TT co eV Nr 


par l’autre , on aura e 


LA Lu , ou en prenant les logarithmes de chaque 
I—V/—1 lang x 

1H V/— 1éang x 
I V/ = LIAng Tr 
2 
5 
donc V/ — 1 étang x au lieu de z , et divisant de part et 
d'autre par 2 V// — 1, on aura 

x—=tang x —%tang x+4-+tangx—5ÿtang x+ etc. 


membre, 2æ4V/—1 —= Log: ( * Mais on 


z°4-etc. ; mettant 


sait que log. (=) Cas 2e + 
1— Z 3 


Formule très-simple qui sert à calculer l’arc par sa tan- 
gente, lorsque celle-ci est plus petite que l'unité. 


xxxvi. Pour appliquer les formules précédentes à la 
détermination du sinus et du cosinus d’un arc donné en 
degrés et parties de degré, il faut avoir la longueur de cet 
arc exprimée en parlies du rayon, ou, ce qui revient au 
même , il faut avoir le rapport de cet arc au rayon. Or, le 
rayon étant 1, la demi-circonférence ou l’arc de 200° 


—3. 14159 26535 897932. Soit ce nombre=—7r, la lon- 
RE ce cu à ; 

gueur de l'arc =. 100° sera —. TA donc si on faitdansles 

7L 112 


Lu m T ù 

formules précédentes x = —-.—, qu’ensuite on remette 
rm 2 

la valeur de + , et qu’on calcule les coéfficients jusqu’à seize 


décimales, on aura les formules suivantes : 


CE 
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, m 
SLT | —* 100° = 
7t 


1.57079 63267 948966 — 


«A 
—0.64596 40975 062463 TES 
7 


m° 


-0.07969 26262 461670— 
re 


—0.00468 17541 3531872 
nñn] 


. mn? 
—+-0.00016-04411 847874 —— 
d n° 


21,1 


—0.00000 35988 4323527 
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| n°° 


Les'sinus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu’à 5o°, 


comprennent les sinus et cosinus des ares depuis bo° jusqu’à 

100; car'on a $2 (bo°+7)—=cos (bo°—2) et cos (bo°+7)— 

sin (5o°—z). Donc, dans les formules qui donnent les 
me 


valeurs de s:— 100° et cos — 100°, on pourra toujours 
7e nl 


mn A: 
supposer ra de sorte que les séries seront tellement 


convergentes , qu'il n’en faudra jamais calculer qu’un petit 
nombre de termes, sur-tout si on n’a pas besoin de beau- 
coup de décimales. 

L 


Fr pe: 04 FOTO DE ONE 1, 
* Cu dd 


+ w bé 
œ 
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0 ; à it mn 1 2 sue 4 5 
Si On fait successivement ———,—,—,—,—,on 

n 10” 107 10° 10” 16 

trouvera les résultats suivants : 

sur 10° — cos 90°, = 0. 15643 44650 4023x 

sint 90° — cos 80° — 0. 3og01 69943-74947 

sin. 30° = cos 70° — 0. 45399 04997 39547 

sir 40° = cos 60° — 0.587798 52522 92473 

sur! bo° — cos bo° — 0. 70710 67811 86548 

sin 60° — cos 40° — 0. 80901 69943 74947 

sin 70° — cos 30° —= o. 89100 65241 88368 

sim 80° — cos 20° == 0. 9b10b 65162 95154 

sin 90° —= cos 10° = 0. 98768 83405 9b138 

StR 100 — cos 0° — 1. 00000 00000 00000 


lesquels s'accordent avec les formules algébriques du n° 22. 


ÿ me 1 ) 
On trouvera pareillement , en faisant — — -— , la même 
n ‘100 


valeur de six 1°, qu’on a trouvee n° 26; et la grande facilité 
avec laquelle on parvient à ces résultats, ést une preuve de 
l'excellence de la méthode. 


De la construction des tee de sinus. 


xxxvir. Les savants utiles à qui o on doit la premiere con- 
struction des tables de sinus, ont fondé leurs calculs sur des 
méthodes ingénieuses, mais dont l'application était fort 
pénible. L’anaiyse a fourni depuis des méthodes beaucoup 
plus expéditives pour remplir cet objet; mais les calculs 
étant déja faits , ces méthodes seraient restées sans appli- 
cation , si l'établissement du système métrique n’eût fourni 
l’occasion de calculer de nouvelles tables conformes a la 
division décimale du cercle. 

Pour dônner une idée des méthodes qu'on peut suivre 
dans la construction des tables, supposons qu'il s’agisse de 
calculer les sinus de tous les ares de minute en minute, 


depuis r minute jusqu'à 10000 minutes ou 100 degrés; nous . 


ferons le rayon 1, l’arc d’une minute — «&, et d’abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de l'arc à avec un 
grand degré d’a approximation. 

Le rayon étant 1, on sait que la demi-circonférence on 
l'arc de 2003. 14159 26535 89:932; divisant ce nombre 


AE 
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par20000,onal’arcder"oua—0.00015 70796 3267948966, 
valeur exacte jusque dans la vingtieme décimale. Quand un 
arc est très-petit, son sinus est sensiblement égal à Parc, 
ainsi on a à très-peu près s2z a—0.0001 70796 32679 
48966. Mais cette valeur est déja en erreur à la treizieme 
décimale, laquelle n’est que le dixieme chiffre significatif. 
Pour en avoir une plus exacte, le moyen le plus simple est 
de recourir aux formules de l’art. 36, dans lesquelles, sion 

m 


faite 
ñ  IO0000 


, on aura immédiatement , par les deux ou 


trois premiers termes de chaque série, 
sin a—=0.0001b 70796 32033 b25563 
cos a 0.99999 99876 62994 52400 23 

valeurs exactes jusqu’à la vingtieme décimale pour le sinus, 
et jusqu’à la vingt-quatrieme pour le cosinus. 

xxxvirt. Connaissant le sinus et le cosinus de l’arc d’une 
minute désigné par &, pour en déduire successivement les 
sinus de tous les arcs multiples de &, on fera dans les for- 
mules de l’art. 22, p—x+4a,q—x—a. La premiere et la 
troisieme donneront par ceite substitution , et en faisant 
toujours R—1, 

sin (x+a)—9 cos a sinx—sin(x—a) 
cos ra) — 2 COS a COST — COS (x—a) 

Il résulte de ces formules que si on a une suite d’ares en 
progression arithmétique, dont la différence soit a, leurs 
sinus formeront une suite récurrente dont l'échelle de 
relation est 2cosa,—1, c’est-à-dire, que deux sinus 
consécutifs À et B étant calculés, on trouvera le suivant C, 
en multipliant B par 2 cos a, À par — 1, et ajoutant les 
deux produits, ce qui donnera C—2B cos a — A. Les co- 
sinus des mêmes arcs formeront également une suite récur- 
rente dont l’échelle de relation est 2 cos «a, — 1 : on aura 
donc successivement , 


sin 0—=0 COS, OI 
Sin A=Sin a COS A—COS 4 
SU 24 —= 2 COS 4 Sin à COS 24 = 2 COS A COS A—A 


sin 3a—2cos asin2a—sin àa|cos 342 COS a COS 24— COS à 

sin ha —=2 cos a sin 3a —sin 2a|cos ka —= 2 cos a cos 3a—cos2a 

sin ba—2 cos a sin Ka—sin 3alcos 5a— 2 cos a cos Ka —cos3a 
etc. 


# 
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xxx1x. Il ne s’agit plus que d'exécuter les operations in- 
diquées , en substituant les valeurs de sér a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus avec 10 décimales , il 
suffira de prendre les valeurs de six a et cos a approchées 
jusqu’à 16 décimales , savoir : 
sin a=0.00015 70796 32033d 
COS 4— 0.99999 99876 62994 
mais comme cos a differe très-peu de l’unité, il ya un moyen: 
d’abréviation dont il faut profiter. Soit 4 — 2 ( 1—cos a)—= 
0.00000 00246 740110 ,on aura 2 cos a—2—=#, ce qui 
donnera, 


sin (x+a)—sin x —sinx—sin(x—a)—À sin x 
cos (x+a)—cosx—=cos x— cos (x—a)—À cos x. 


Pour avoir le terme six (x-+- a) il suffit d'ajouter au terme 
précédent sin x la différence sin (x+-a)—sin x, laquelle 
sera toujours très-petite : or cette différence est, suivant 
la formule, égale à une différence semblable déja calculée 
sir x — sin (x—a ),moins le produit de sir x par le nombre 
constant 4. Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu’on ait à faire pour déduire un sinus des 
deux précédents ; mais il faut observer 1° que l’on n’a be- 
soin de connaître le produit que jusqu’à la seizieme déci- 
male , ce qui donnera fort peu de chiffres à calculer; 2° que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d'avance les produits du nombre constant 2469740110 
par 1,2, 3 jusqu’à 9; car, par ce moyen, on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres du multiplicateur six x, et il ne restera plus qu’à 
faire l’addition de ces produits, en se bornant toujours à 
la seizieme décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus ; et, lorsqu'on aura prolongé l’une et l’autre série 
jusqu’à bo°, la table sera complete. 


xL. Il est nécessaire, nous le répétons , de calculer les 
sinus avec 16 décimales, c’est-à-dire avec Sinq ou six dé- 
cimales de plus qu’on n’en veut avoir réellement , afin 
d’être assuré que les erreurs, qui peuvent se multiplier 
dans le cours de 5000 opérations, n’influeront cependant 


Douz. ed. 24 


= 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcul 
fait, on rétranchera les décimales superflues et on ne con- 
servera dans la table que dix décimales. 

Au reste, quand il s’agit d'exécuter tant de calculs, on 
doit chercher à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est 
possible. Dans l’exemple que nous avons apporté d’une 
table calculée de minute en minute , il Serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré , ce qui fera, de 100 termes en 100 termes, une vérifi- 
cation très-utile. Or, pour calculer les sinus de degré en 
degré, on a les formules et les valeurs qui suivent : 


sin (x+4 1 )—sin x sin x—sinm(x—1 )—hsinx 
cos (x 4-1") — cos x — cos x — cos (x —1°)— cos x 
sin 1° —0.01570 93173 11820 676 
cos 1° —0.99987 66324 81660 59g 
h=—92{(1—cos 1°)—0.00024 67350 36678 802 


Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eux- 
mêmes de dix en dix par les valeurs déja connues de sir 10°, 
sin 20°, etc. Enfin lorsque la table entiere est construite, 
on peut encore la vérifier de tant de manieres qu’on voudra 


par l’équation 


sen(100°—x)+s51n(20°—x)+sin(20+x)=sin(60°—x)+sin(6 0°+r). 


xur. Les sinus, tels qu’ils résultent des calculs que nous 
venons d'indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et 
on les appelle sinus naturels ; mais on a reconnu dans la 
pratique, qu’il y a beaucoup d’avantage à se servir des loga- 
rithmes des sinus , au lieu des sinus eux-mêmes ; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus 
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On concoit que 
les sinus étant calculés , il a été facile d’en trouver les loga- 
rithmes; mais comme la supposition du rayon — 1 rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de 
prendre lerayon— 100000000000, c’est-à-dire, qu’on a mul- 


tiplié par 10000000000 tous les sinus trouvés dans la sup- 


position du rayon — 1. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
100", qui se rencontre fréquemment dans les calculs, à 
pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
fussent beaucoup plus petits qu’on ne les rencontre dans la 
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pratique, pour que leurs sinus eussent des logarithmes 
négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés, on en déduit 
très-aisément les logarithmes des tangentes par de simples 
FF RSR SO D RO ve 
soustractions ; Car, puisqu'on a {ang #—=———, il s'ensuit 
COS A 
log. tang x —10 +4- log, sin x — log. cos x. Quant aux loga- 
rithmes des sécantes, ils se trouveraient d’une maniere 
R° 


COS Æ 


encore plus simple , a l’aide de l’équation sec. x — 


C’est parce qu’on peut y suppléer si facilement qu’on n’in- 
sere dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

Il resterait à expliquer l’espece d’interpolation dont on 
se sert, soit pour trouver les logarithmes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute, 
soit pour trouver l’arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l’explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. 


Principes pour la résolution des triangles 
rectilignes. 


xLu. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus d’un des angles aigus, comme l’hy- 
poténuse est au côté opposé à cet angle. 


Soit ABC le triangle proposé rectangle en A; du 
point C, comme centre, et du rayon CD, égal au 
rayon des tables, décrivez l’arc DE qui sera la me- 
sure de l'angle C ; abaïssez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus dé l’angle C. Les triangles CBA, 
CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 
EF :: CB : BA ; donc R 


RC BOX BA 


CAT à 
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xLuI. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est à la tangente d’un des angles aigus, comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit l'arc DE, comme dans l’article pré- 
cédent, élevez sur CD la perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de l’angle C. Par les triangles sem- 
blables CDG, CAB, on aura la proportion CD : DG 

A : AB; donc 
R : ang C:: CA : AB. 

XLIV. PDans un triangle rectiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 

Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaïissée du sommet A sur lé côté opposé BC, 
il pourra arriver deux cas : 

10 Si la perpendiculaire tombe au - dedans du 
triangle ABC, les triangles rectangles ABD , ACD 
donneront , none l’art. xL17, 

R : sen B :: AB : AD 
R : sin C :: AC : AD. 
Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux, on pourra, avec les moyens, faire la pro- 
portion 
sin C : sin B :: AB : AC. 

2° Si la perpendiculaire tombe hors du trisngle 
ABC, les triangles rectangles ABD, ACD dotas 
ront encore les proportions 

R : s:7 ADD :: AB : AD 
R : sin C :: AC : AD: 


® d’où l’on déduit sé C : sin ABD :: AB: AC. Mais 


l'angle ABD est supplément de ABC ou B; donc 
sin RAD A B; donc on a encore 
sin C: sin B.:: AB : AC. 
xLv. Dans tout triangle rectiligne le cosinus 
d’un angle est au rayon, comme la somme des 
quarrés des côtés qui comprennent cet angle 
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moins le quarré du troisieme côté , est aw double 
rectangle des deux premiers côtés; c’est-à-dire 
qu’on a : | 
cos B:R :: AB-+ BC— AC : 2 AB x BC, ou cos B — 
AB+-BC— AC 
2 AB X BC 


Soit encore abaissée du sommet À la perpendi- 
culaire AD sur le côté BC: 
- 1° Si cette perpendiculairetombe au-dedans du trian- 
gle, on aura” AC—ABL BC— BC x BD; donc b}} 
ne Mais dans le triangle rectangle ABD, 


on a R : 552 BAD :: AB : BD; d’ailleurs l'angle BAD 
étant complément de B, on a six BAD — cos B; donc 


R x 


cos B — een ou en substituant la valeur de BD, 
AB+BC—AC 
cos B—=RX " 


F'SME XEC/N 

2° Si la perpendiculaire tombe au-dehors du trian- 
gle, on aura AC—ARB + BC + 2 BC X BD"; donc BD 
pe Lux EURE 
iWi 2 BC 


: : *< B 
BAD, on a toujours sx BAD, ou cos ABD er ) 
et l'angle ABD, étant supplément de ABC ou B on 
R x BD 
* TE —— CREER EUR, ENNERS 
a" cos B— — cos ABD — Fe 
stituant la valeur de BD, on aura encore 


+ Mais dans le triangle rectangle 


; donc en sub- 


AB-LBC-E AC. 
cos BERX EE e — 


xLvi. Soient À, B, C, les trois angles d’un triangle 


XX: 


quelconque; a, b, c, les côtés qui leur sont respec- 


tivement opposés, on aura , suivant cette dernière 


fig.hel5. 
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a + cc —b° 
2 a c 
étant appliqué à chacun des deux autres angles, don- 

Bb +c'—a° 


à: 
nera semblablement cos TE ES cos C 
2bc 


proposition cos B—R. . Le même principe 


a + —c° 


mr à 
2ab 


Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tous 
les problèmes de la trigonométrie rectiligne ; car étant 
données trois des six quantités À,B,C,a,b,c,onapar 
ces formules les équations nécessaires pour déterminer les 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déja 
exposés, et ceux qu'on pourrait leur ajouter, ne soient 
qu’une conséquence de ces trois formules principales. 


En effet, la valeur de cos B donne. ; ARR. L'EUUNT | < 
LR, R° 
sin? B—R°—cos° B—R:. parer er D) 


Ha cts 4a*°c 
(2a° b+2a c°+2b* c°—at—bt—c*); donc 


B R 
ue == 2 abeV (24° b+2a* c°+92b° c° nd gent rom © 


Le second membre étant une fonction de a, b,c, dans 

laquelle ces trois lettres entrent toutes également, il est 

clair qu’on peut faire la permutation de deux de ces lettres 
s sinB sinA  sinC 

à volonté, et qu’a:nsi on aura PRIE NU qui 


a 


est le principe du n° xriv. Et de celui-ci se déduiraient 
facilement les principes des n°5 xL1r et xLIH: 


xLvi. Dans tout triangle rectiligne la somme 
de deux côtés est a leur différence, comme la 
tangente de la demi-somme des angles opposés 
a ces côtés, est à la tangente de la demi-diffé- 
rence de ces mêmes angles. 


Car de la proportion AB : AC :: sin C: sin B, on 
tire AC -+ AB : AC AB :: sin B + sn C : sin B-—sin C: 
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Mais, d’après les formules de l’art. xxx, om a. . 
: B+-C B—C 
sin B+-seèr C : sir B— sin C':tang :tang 5 


donc F 1 
B+C B—C 
: targ Ë 


AC-+ AB : AC— AB :: tang 
2 


ce qui est le principe énoncé. 


Avec ce petit nombre de principes, on est en 


état de résoudre tous les cas de la trigonométrie 
rectiligne. 


Résolution des triangles rectangles. 


xLvrr. Soit À l'angle droit d’un triangle rectan- 
gle proposé, B et C les deux autres angles; soit a 
l’hypoténuse, à le côté opposé à l’angle B, et c le 
côté opposé à l'angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et GC sont compléments Pun &* 
l’autre , et qu’ainsi, suivant les différents cas, on 
peut prendre sè2 G—cos B, sin B—cos C, et pareïl- 
lement tang B—cot C, tang G—cot B. Cela posé ; 
les différents problèmes qu’on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
quatre cas suivants. 


PREMIER CAS. 


xLix. Etant donnés l'hypoténuse a et un côté 
b, trouver le troisieme côté et les deux angles 
aigus. 

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion * 
a:b::R:si7 B. Connaissant l'angle B on connaîtra 
en même temps son complément 100° —B=— C; on 


pourrait aussi avoir C directement par la proportion 


ab: R :.c0s C. 


Quant au troisieme côté ©, il peut se trouver d 


* XLIE. 


& 


* Lift. 


HIMEITE, 
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deux manieres. Après avoir trouvé l’angle B, on 
peut faire la proportion * R: cor B :: b:c, qui don- 
nera la valeur de c; ou bien on Donc tirer directe- 
ment la valeur de c, de l'équation c°—4*—b* qui 
donne c—V (a° ep. ), et par conséquent 

log c—+ log (a+ b) +<log (a—b). 


DEUXIEME CAS. 


L. Étant donnés les deux côtés b et c de l’angle 
droit, trouver l’hypoténuse a et les angles. 

On aura l’angle B par la proportion *c:b::R: 
tang B. Ensuite on aura C—100°—B. On trouve- 
rait aussi C directement par la proportion à :e :: 
R : éang C. 

Connaissant l'angle B, on trouvera l'hypoténuse 
par la proportion sën B : R :: b:a; ou bien on peut 
avoir a directement par l'équation a —1/ {b?+4c?) ; 
mais cette expression, dans laquelle &* + c° ne peut 
se décomposer en facteurs, est peu commode pour le 
calcul logarithmique. 


TROISIEME CAS. 


| 


Li. Etant donnés l’hypoténuse à et un angle 
B, trouver les deux autres côtés b et c. 

On fera les proportions R : sn B :: a:b,R:cos B:: 
a:c, lesquelles donneront les valeurs de et c. Quant 
à l'angle C, il est égal au complément de B. 


QUATRIEME CAS. 


Li. Etant donné un côté b de l’angle droit, 
avec l’un des angles aigus, trouver l'hypoténuse 
et l’autre côté. 

Connaissant l’un des angles aigus on connaïitra 
l'autre, ainsi on peut supposer connus le côté b, et 
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l'angle oppué B. Ensuite ,) pour déterminer aetc,on 
aura les proportions 


sin B:R::b:a,R:coB::b:c 


Résolution des triangles rectilignes en 
général. 


Soient À, B, C, les trois angles d’un triangle rectiligne 
proposé, et soient a , b, c, les côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés : les différents problèmes qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres, se réduiront tou- 
jours aux quatre cas suivants. 


PREMIER CAS. 


Lu. Étant donnés le côté a et deux des angles 
du triangle, trouver les deux autres côtés b et c. 
Les deux angles connus feront connaître le troi- 
sieme , ensuite on trouvera les deux côtés à et c par 
les proportions” 
sin À : sin B :: a : b. 
SLA NrTCG ra. 0 


DEUXIEME CAS. 


LIV. Etant donnés les deux côtés a et b,, avec 
l’angle À opposé a l'un de ces côtés, trouver le 
troisieme côté c et les deux autres angles B et C. 

On trouvera d’abord l'angle B par la proportion 

a: b:: sin À: sin B. 
b sin À 
Soit M l'angle aigu dont le sinus — STUNT 
pourra , d’après la valeur de sin B, prendre ou B—M 
ou B—200°—M. Mais ces deux solutions n’auront 
lieu qu’autant qu’on aura à la fois l'angle À aigu et 
b>a. Si'l'angle À est obtus, B ne saurait l’être, 


* XLIV. 


4 XLVII. 
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ainsi 1l n’y aura qu’une solution; et si À étant aigu 
ona d <a,il n'y aura non plus qu’une solution, 
parce qu’alors on a M < A, et qu’en faisant B — 
200° — M, on aurait A + B > 200°, ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaïssant les angles À et B, on en concluxa le 
troisieme C. Ensuite on aura le troisieme côté c par 
la proportion 

sin À : sin C x a :c. 


D mul j ji, si OS A 
On peut aussi déduire c directement de l'équation & 


an8 TG dl 2h60nah ue DST LÀ 
sue Vie , qui ONNEC — R Vide TE 


Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu’au 
moyen d’un angle auxiliaire M ou B,ce qui rentre dans 


la solution précédente. 
TROISEEME CAS. 


iv. Etant donnés deux côtés a et b avec l’angle 
compris C, trouver les deux autres angles À et 
B et le troisieme côté c. 

Connaissant l’angle C, on côonnaïtra la somme des 
deux autres angles À + B — 2000 — C et leur demi- 
somme: (A+ B) —100°—:C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la pro- 
portion * 
a+-b:a—b ::tang:(A+4-B) ou cotiC : tang=(A—B) 
où l’on suppose a > b et par conséquent À > B. 

Ayant trouvé la demi-différence + CAB) , Sion 
l’ajoute à la demi-somme + (A + B) , on aura le plus 
grand:angle À ; si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux pans quelcon- 
ques, on a toujours 

A+ (A+B) +2 (A—B) 
B—<:(A+B)-—:(A—RB): 


D{= & | 
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Les ques A et B étant connus, pour avoir le troi- 
sieme côté c, on fera la Fr 
Sin À : sin C'itatc. 


LvI. Ilarrive souvent dans les mt trigonométriques 
que deux côtés a et b sont connus par leurs logarithmes ; 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants, on cherchera seulement l’angle © par la 
proportion à : a :: R : ang ©. L’angle® sera plus grand que 
50°, puisqu'on supposé a > b; retranchant donc 5o° dev, 
on fera la proportion R : ang (@— 5o° } :: coti C: tang 
(A—B), d’où l’on déterminera comme ci-dessus la valeur 
de +(A—B), et ensuite celles des deux angles À et B. 


Cette solution est fondée sur ce que tang (o— 60°) = 
R° tango—R° tang bo°. aR 
mul 1 22h va NE one Pages tango ——ettang bo —R ; 
R°+rang Qtang bo° b 
R(a—b) 
a+-b 
tang (@— 5o° ) :: cot = C:tang; (A—B). 
Quant au troisieme côté c, il peut se trouver directe- 
cos C a°+-b?—c° 


ment,par l'équation - Æ FL HT at » Qui donne c— 
2 a & 


donc étang (o—50°)— s donca+b:a—b::R: 


2 abcosC , 
V4 a? +-b°— TN à Mais cette valeur n’est pas com- 


mode à calculer par logarithmes, à moins que les nombres 
qui représentent a,;b,et co; C, ne soient très-simples. 


Ibest à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sous ces deux formes : c— 


V4 CET 


ce qui se vérifie aisément au moyen des formules sin°1C— 
+= R'—2R cos C, cos C—<{R°+2R cos C. Ces valeurs 
seront particulièrement utiles’, lorsque l’angle C étant très- 
petit, ainsi que. a—b, on voudra calculer c avec beaucoup 
de précision. La derniere fait voir que c serait FAVEEnSs0 
ea y 1 
d'un triangle rectangle formé sur les côtés Ca ho = k. 


HSE VA a+ EC (as) pe | 


fig 6. 
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cos + C 
R 


uue construction fort simple. 


et(a—b) 


; et c'est ce qu'on peut aussi trouver par 


EAUX 


Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connaît les 
deux côtés CB—a, CA —b, et l'angle compris C. Du point 
C comme centre et du rayon CB égal au plus grand des deux 
côtés donnés , décrivez une circonférence qui rencontre en 
Det E le côté CA prolongé; joignez BD, BE, et menez AF 
perpendiculaire à BD. L’angle DBE inscrit dans la demi- 
circonférence sera un angle droit, ainsi les lignes AF , BE, 
seront paralleles, et on aura la proportion BF: AE :: DF: 
AD::cos D:R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF, AF : DA ::s22 D:R. Substituant donc les valeurs 
DA—DC-+CA—a+-b, AE—CE—CA—=a—b, D—;:;cC, 
on aura 

at) Re EAN aan, cos + C 

R R 
Donc en effet le troisieme côté AB du triangle proposé 
est l’hypoténuse du triangle rectangle ABF , dont les côtés 
do 3) Vale cos 2 C 

R 
triangle on cherche l'angle ABF opposé au côté AF, et 
qu'on en retranche l’angle CBD=—<C, on aura l’angle B 
du triangle ABC. De-là on voit que la résolution du trian- 
gle ABC, dans lequel on connaît les deux côtés a et bet 
l’angle compris C, se réduit immédiatement à celle du 
triangle rectangle ABF, dans lequel on connait les deux 


. Si dans ce même 


sont (a+-b) 


sin + C 
côtés de l’angle droit, savoir : AF=—(a<+b) k et 
COS + ait . 
BF—(a—b) . Ainsi, par cette construction, on 
R 


pourrait se passer de la proposition du n° 47. 
QUATRIEME CAS. 


Lvit. Étant donnés les trois côtés a, b,c, trou- 
ver les tryis angles À, B, C. 


L’angle À , opposé au côté a, se trouve par la for- 


# 
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b+c — à ! 
muléos A—R. ist et on déterminera sem- 
2 C 


FC 
LHexient les deux autres angles. Mais on peut ré- 


soudre ce même cas par une formule plus commode 
pour le calcul logarithmique. 


Si on se rappelle la formule R°—R cos À — 
2 sin + À, et qu'on y substitue la valeur de 


SRI a —b—c +92bc 
CORMRONDiaUra 2 sin". À — Rire re 


2 bC 
Mr hR: (4 27m 6 RSS Donc 
_2bc 2 bc 
je, pr 2! —_b 
sin PAR V/ (EEE) Soit, pour 


abréger , + (G+b+c)—p,ouat+b+c—2p,on 
aura @+-b—c—2p—20c , a—b+c—2 p—2 b ; donc 


sin + À — R/ (UE dr EN 


Formule qui donne aussi la proportion 
bc:(p—b)(p—c)::R°:sin° 

et qui est facile à calculer pee logarithme. Con 

naissant le logarithme de sir + A, on connaîtra + A 

dont le double sera l’angle ea À. On pourra 


faire de même par rapport à chacun des deux autres 
angles B et C. 


Il y a d’autres formules également propres à résou- 
dre la question. Et d’abord la formule R° + R cos À — 


b+c +2bc—a? 


2 cos® = À donne cos? = A=R°?. —— —R:. 
kbc 
b je b En b 
Car ete Fe R°. ( CE RE ARR EEE . ( EE Mais en 
4 bc 4 bc 


faisant toujours a+-b+4-c—2p, onab+c—a—2p—32a; 
donc 


— 4 
cos AR,” are 


be 
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: . a Lift ‘ 
Cette valeur étant ensuite combinée avec celle de sr + À 
di ., _ RsiniA 
donnera une autre formule, car ayant Lang 3 AREA 
4 : COS — 


on en tire 
A ANR VAL), 
P'PTa 
Exemples de la résolution des triangles 
rectilignes. 


LV, Exemple I. Supposons qu’on veuille avoir 
$g-.7 la hauteur d’un édifice AB , dont le pied est ac- 
cessible. 

Ayant mesuré sur le terrain, supposé à-peu-près 
de niveau, une base AD qui ne soit ni très-grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB, on placera 
en D le piéd du cercle ou de l’instrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer l’angle BCE formé par 
la ligne horizontale CE parallele à AD , et par le 
rayon visuel CB dirigé au sommet de l’édifice. Sup- 
posons qu’on ait trouvé AD ou CE—67.84 metres 
et l’angle BCE— 45° 64’; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on 
connait l’angle GC et le côté adjacent EC. Aïnsi, 
d’après le cas iv, on fera la proportion R : {ang 45° 64" 


:: 67.84 : BE. 
L. lang Da 00% 2 LA. 9 9403263 
D OS AE Te à LS DIR ST DS 
Somme— /o9 R— .... 1.7718121 


Ce logarithme répond à 59.130, ainsi on a BE— 
bg®. 13. Ajoutant à BE la hauteur de l'instrument 
CD ou AË que je suppose 1", 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB— 60". 25. 

Si dans le même triangle BEC on veut connaître 
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ur 


| lhy poténuse BC, on fera la proportion cos 45° 64 


: R #67. 84 : BC 
L. R+HL. 67.84 . . .. 1: .8314888 
Ecos 45 64! :”. .: .'H: g.87q2704 
Différence . . . . . 1.942074 = L. BC. 


Donc BC—39". 993. 

N. B. Si l’on ne voyait que le sommet B de l’édifice ou 
du lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur, on 
déterminerait la distance BC comme ïl sera dit dans 
l'exemple suivant : cette distance et l’angle connu BCE 
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE, dont le 
côté BE augmenté de la hauteur de l'instrument , sera la 
hauteur demandée. 


Lix. Exemple IL. Pour avoir sur le terrain la dis- 
tance du point À à un objet inaccessible B , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB.' Supposons qu'on ait trouvé AD — 
5882. va BAD— :115° 48’ et BDA — 40° 8! , on en 
conclura le troisieme angle ABD— 44° 44' ; et pour 
avoir AB , on fera la proportion si2 ABD : 537 ADB 

7 AD : AB. 
RAD A RE" 2 .7697096 


ar ADR. Lee" 9 . 7699689 
ne ce NOR 2.5396785 
PRE A BD: "AU 9 . 8080314 
à LS NN: PRIRENT 2.7316471 


Donc la distance cherchée AB— 539". 07 


Si, pour un autre objet inaccessible C, on a 
trouvé les angles CAD — 59° 17’, ADC— 1320 83" 


on en conclura de même la distance AC— 1502, 35. 


Lx. Exemple III. Pour trouver la distance entre 
deux objets inaccessibles B et C, on déterminera AB 
et AC, comme dans l’exemple précédent, et on aura 
en même temps l'angle compris BAC—BAD — 


fig. fe 


fig, 8. 


ee? 
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DAC (1). Supposons qu’onait trouvé AB—539m + 07; 
AC—1209m, 32, et l'angle BAC—76° 3x; pour 
avoir BC, il faudra résoudre le triangle BAC dans 
lequel on connaît deux côtés, et Ve compris. 
Or, d’après le troisieme cas, on a la proportion 


do hi 
AC AB: ACT AB van deectañe =, 
| ta B—C 
1741.39 : 663.925 :: tang 619 84' =: tan DEA 
L2:663.:29.17%.701PEmRNE 2.8216773 
L. ang 61° 84'+.. ... 10.164748 
Somme 4, +,.2.101 12.987121 
2 1940:)50 ANTON LE 3.2408960 
B—C 
L. (ang — ...:... 97462561 
B—C 
Done ils. bibusn ot A A 82/39, 8 
B +-C 
Maison a. . . . . . + Cr 61° 84', 5 
Donc AR PRES pe de prie 94° 22, 3 
Et Nes de moe es CFE 29° 46". 7 


Maintenant, pour avoir la distance BC , on fera la 
proportion sin B : sin À :: AC : BC, ou 
sin 94°22"'. 3 : sin 76° 31°: 12022, 32 : BC 


Hi 40 2600: ane 3.0800200 
Te m0 LE, UN UE 9 «9692099 
Somme) 12.731220 13.0492299 
Ls:194 .22!, 3. 20e 9 - 9982096 
à PRPA 1 CINE AE 3.010203 : 


Donc la distance cherchée BC— 1124". 66. 


(x) 11 pourrait arriver que les quatre points À, B,C,D, ne fussent 
pas dans un même plan, alors l'angle BAC ne serait plus la différence 
entre BAD et DAC, et il faudrait aveir, par une mesure directe, la 
valeur de cet angle : à cela près, l'opération serait la même. 


Matra 7 Y V2 * ROUE NE 
va PA È \ Rent 
” y ri A { RP 
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axr. Exemple IV. Trois points À, B, C, étant 

donnés sur la carte d’un pays, on propose de déter- 

miner la position d'un quatrieme point M, d’où on au- 

rait mesuré les angles AMB, AMC; les quatre points 
étant supposés dans le même plane 


Sur AB décrivez un seoment AMDB, capable de 
l'angle donné BMA ; sur AC, décrivez pareillementun 
segment AMC capable de l'angle donné AMC; les 
deux arés se coupéront en À et M, et le point M sera 
le point requis. Car les points de l’arc AMDB sont les 
seuls d’où lon puisse voir AB sous un angle égal à 
AMB ; ceux de l’arc AMC sont les seuls d’où l’on puisse 
voir AC sous un angle égal à AMC ; donc le point M, 
intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d’où 
Von puisse voir à la fois AB et AC sous les angles 
AMB, AMC. Il s’agit maintenant de calculer trigono- 
métriquement la position du point M, d’après cette 
construction. 


Soient les données AB— 2500", AC—7000", 
BG — 9000%, AMB — 50° 80°, AMC — r2r° 40’. 
Dans le triangle ABC, où l’on connaït les trois 
côtés, on déterminera l’angle BAC* par la formule 


67b0.2250 .,. à ; 
2722222 ; d'où l’on tire 2 log sin=A— 


I 2 


sin A æ- 


" 2b00.7000 
19.9384483, log sinr À—9.9692241,+A=176°31".5, 
et enfin ÀA—152° 63’. Tirez le diametre AD et joi- 
gnez DB ; dans le triangle BAD rectangle en B, 
on aura le côté BA—:500, et l’angle opposé BDA 
— BMA— 30° 80’; d’où résulte l’hypoténuse AD 
BA x R w : AA { 
= spa — 0374. 6. Tirant de même le diametre 
AE et joignant CE, on aura un triangle rectangle 
CAE dans lequel on connaît le côté AC — 7000, et 


Douz. edit. 25 


* LVITe 
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l'angle adjacent CAE — AMC — r000— 21° 40'; d'où 
R X AC TON 


l’on conclura AE — 


cos CRE +745 

Maintenant si l’on tire MD et ME,, les deux angles 
AMD, AME, étant droits, la ligne DME sera 
droite. Il reste donc à résoudre le triangle DAE dans 
lequel la ligne AM, dont il faut déterminer la gran- 
deur et la position, est perpendiculaire à DE. Or, 
dans ce triangle on a les côtés donnés AD— 5374.6, 
AE— 7415, et l'angle compris DAE—BAC + CAE 
—DAB—:104° 83". De-là on conclura l’angle ADE— 
56° 93’ ; et enfin par le triangle rectangle DAM on 
aura AM—4190". 83. Cette distance et l’angle BAM 
— 112° 27! déterminent entièrement la position du 


point M. 


Nota. Si on veut calculer les mêmes exemples au moyen 
des tables construites suivant l’ancienne division du cercle, 
il faudra changer comme il suit l’expression des angles 
donnés ou calculés; du reste toutes les valeurs logarith- 
miques et celles des côtés resteront les mêmes. 


Exemple x. Angle donné BCE— 41° 4! 33".6, ou sim- 
plementBCE—,1° 4" 30", car dans ces sortes d’opérations, 
quelques secondes de plus ou de moiïns dans les angles, 
n’influent pas sensiblement sur les distances qu’on veut 
déterminer. 


$ 
. Ex. 1. Angles donnés BAD — 103° 55’ 55”. 2, BDA—:36° 
k'ag'on, ABD=— 39° 69 45/06, CAD—=365°485 7107.08, 
ADC—=7119° 32 49''.. 
Ex. ur. Angle donné BAC—68° 40" 44'". 4, 
Angle conclu +(B-+C)—56° 39’ 37'". 8. 
Angles calculés L(B—C)—29°8" 24''.7 
B==64 180205) Ca 6 MS" 1 
Ex. 1v. Angles donnés AMB— 27° 43! 12", AMC—109° 
1’ 36''", Angles calculés A— 137 22! 1!'. 2, DAE —94 
20! 49'', 2° BAM—"01° 2! 34/7. 8 
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Fa Ê A 0 « 
Principes pour la résolution des triangles 
Er 
sphériques rectangles. 


Lxir. Dans tout triangle sphérique rectangle, 
le rayon est au sinus de l’hypoténuse, comme 
le sinus d’un des angles obliques est au sinus du 
côté opposé. 


Soit ABC le triangle sphérique proposé, À son 
angle droit, B et C les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant pour- 
raient être droits l’un ou l’autre, ou tous les deux; je 
dis qu’on aura la proportion R : sin BC :: sin B : sin AC. 

Du centre O de la sphere, menez les rayons OA, 
OB , OC; prenez ensuite OF égal au rayon des tæbles, 
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA ; la 
ligne FD sera perpendiculaire au plan OAB, puisque, 
par hypothese, l’angle À est droit, et qu'ainsi les deux 
plans OAB, OAC sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire sur OB, et joignez 
EF ; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB, 
et ainsi l’angle DEF mesurera l’inclinaison des deux 
plans OBA, OBC, et sera égal à l'angle B du triangle 
ABC. Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D, 
on a R:sè72 DEF :: EF : DF ; or l'angle DEF —B, et 
puisque OF=R, on a EF — 517 EOF— sin BC, DF— 
sin AC. Donc R : si B :7 sin BC : sin AC, ou 

R : sin BC :: sin B ‘sin AC. 

Sion appelle a l’hypoténuse ou le côté opposé à l'angle 
droit À , à le côté opposé à l’angle B, c le côté opposé 
à l'angle C, on aura donc 

Re: sin D'SHeb PS G SUA 0, 
ce qui fournit déja deux équations entre les parties du 
triangle sphérique rectangle. 
25. 


fig. 10. 
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Lx. Dans tout triangle sphérique rectangle 
de rayon est au cosinus d’un angle oblique, 
comme la tangente de l hypoténuse est & la 
tangente du cété adjacent à cet angle. 


Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- 
gle en À,je dis qu'on aura R: cos B :: étang BC: 
tang AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus, 
le triangle A DEF donne la proportion 
R : cos DEF : : EF : ED. Or on a DEF —B, EF — 


sin BC, GÉOE BC, et dans le triangle OED 


OE DOE 
rectangle en E, on a DE — ee — 
La 


fig, 10. 


BC# B ; 
RAR tons R : cos B :: sin BC : 


cos BCtang AB Rs BC. 
Me 2 RON LOUE AB, ou enfin 
R : cos B :: rang BC : rang AB. 
Si on fait comme ci-dessus BC—a et AB— c 
on aura R : cos B :: ang a : tang c , ou cos B— 
| ta À ae 
RARE Cats RSS REA À pete principe appli- 


Lang a 

R Tang b 

qué à l'angle CG, donnera cos G— AO EN 
(ang «a 


tang b cot a 


R 


Lxiv. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d’un côté de l'angle 
droit, comme le cosinus de l autre côté est au 


cosinus de l’hypoténuse. 


Soit ABC le triangle proposé rectangle en A, je 
8: 10 is qu'on aura R : cos AB :: cos AC : cos BC. 

Car la construction étant la même que dans les 
deux propositions précédentes , le triangle ODF 
rectangle en D, où l’on a l’hypoténuse OF—R, 
donnera OD — cos DOF —cos AC en;suite le 


MTL AO TNMAITRIE RE 
SU 
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triangle O DE rectangle en E, donnera OE — 
cos DOE 200$ AC AB | UE 
PE Mais dans le trian- 


gle rectangle OEF, on a OE — cos BG; donc 


cos AC cos AB * ; : 
cos BC — Rp ——» OU, ce qui revient au 


même, 


R : cos AC :: cos AB : cos BC. 

‘Ce troisieme principe s'exprime par l'équation 
R cos a — cos b cos c; il n’est pas susceptible d’en 
fournir une seconde , comme les deux précédents, 
parce que la permutation faite entre à et c n'apporte 
aucun changement à l’équation. 

Lxv. Au moyen de ces trois principes généraux , 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la, 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement, chacun par une construction particuliere ; 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d’analyse , ainsi qu’on va le faire. 


; ; ; R sen bd ; R tang b 
Les équations sir B— 7, cos RE 
sin «a tang «a 


cos C tang b sin a 


donnent par leur division 7 M + PRE Rd 

* sin B sin b tang a 
UE (suivant le troisieme : princi e) LANCE) 
cos b P 1 i + AN Ne 


a donc ce quatrieme principe 

sin B . cos G :: R:cosc, 
duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
sin OC: cos B :: R : cos b. 


Le premier et le second principe donrent 


RU R sin b R ang c k . 
SnB:—=——, cos B — 2 br de là on déduit 
sin a tang a “RE 
sin B tang B sin b tang a R sénr b 
OÙ = “— >= — 
casiB -: R sur a tang C cos a tang c 


{ sh ah R° sen bd 
en vertu du troisieme P'INCIPE ) —"—— — 


/ 
{ —— 
cos b cos c tange 


% 
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» 


tang b 


. Donc on a pour cn uieme rincipe l’équa- 

RS P q P P q 

R tang b 
Sin C 


R : ang B :: sin c : tang b; 


tion tang B — , Où l’analogie 
d’où résulte aussi par la permutation des lettres: 
R : ang C :: sin b: tang c. 


Enfin ces deux formules donnent tang B tang@C = 


R° anse b tang c R‘ = 
RU STE ——————— — (en vertu du troi- 
sin b sin c cos b cos c 


; ‘00 R 
sieme principe) ere Donc R°—cos a tangB tang G, 


x 


ou cot B cot C—R cos a, ou 

tang B : cot G :: KR : cos a. 
C'est le sixieme et dernier principe : il n’est pas 
susceptible de fournir une autre équation , parce que 


la permutation entre C et B n’y produit aucun chan- 


gement. 
Voici la récapitulation de ces six principes dont 
quatre donnent chacun deux équations : 


I. R sir b— sin a sin B, KR sin c—=sin a sin C 

IT. Riéangb—tang a cos C, Rtangc—=tanga.cos B 

III. R cos a — cos b cos c, 

IV. R cos B— sin C cos b, R cos C—=sinB cos c 

V. Riangb—sin c tangB, Rtangc—=sin b tang C 

VI. KR cos a = cot B cot:G. 
Il en résulte dix équations conterant toutes les rela- 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq'éléments 
B, C, a, b, c; de sorte que. deux de ces quantités 
étant connues avec l’angle droit, on connaîtra immé- 
diatement la troisieme par son sinus, SON Cosinus, 
sa tangente ou sa cotangente. 


LxXVI. Îl est à remarquer que lorsqu'un élément 
sera déterminé par son sinus seulement , il y aura 
deux valeurs de cet élément, et par conséquent deux 
triangles qui satisferont à la question. le Car même 
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sinus qui convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
à son supplément. Il n’en est pas de même lorsque 
lPélément inconnu sera déterminé par son cosinus, sa 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider, 
par le signe de cette valeur, si l'élément dont il 
s’agit est plus grand ou plus petit que 100° ; l’élément 
sera plus petit que 100°, si son cosinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe +; il sera plus grand que 
100° , si une de ces lignes a le signe —. On pourrait 
aussi établir sur ce sujet des préceptes généraux qui 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de léquation R cos a — 
cos b cos c, que les trois côtés d’un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindres que 100°, eu que des 
trois côtés deux sont:plus grands que 100, et le troi- 
sieme moindre. Aucune autre combinaison re peut 
rendre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a, 
comme cette équation l'exige. 

De même l’équation R ang c — sin b tang C , où 
sin b est toujours positif, prouve que ang G a tou- 
jours le même signe que aug c. Donc dans tout 
triangle sphérique rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé, sont toujours de la méme 
espece; c’est-à-dire , sont 1ous deux plus grands ou 
tous deux plus petits que 100°. 


Résolution des triangles sphériques rectangles. 


Lxvir. Un triangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de 100° ; il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op- 
posés sont tous deux de 100°, et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l’un et l’autre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
ne peuvent, comme on voit, donner lieu à aucun pro- 
blème ; on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
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culiers, pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. | 

Soit A l'angle droit, B et C les deux autres angles 
qu'on appelle angles obliques, soit a l’hypoténuse 
opposée à l’angle À, b et c les côtés opposés aux 
angles B et C. Etant données deux des cinq quantités 
B,C,a,b,c, la résolution du triangle se TELE 
ton ptse à l'un des six cas suivants. 


nu) 
PREMIER CAS. 
LXVII. Ætant donnés l’hypoténuse à et un 
côté b, on trouvera les deux angles Bet C et 


le troisieme côté © par les équations 


; R sin b tang b cot a R cos a 

sin B— T°, cos C— EU TT, cos c = 
sin a R 

L’angle C ne peut laisser aucune incertitude, non plus 

que le côté c; quant à l’angle B, il doit être de même 


espece que le côté donné . 


cos b 


DEUXIEME CAS. 


LxIix. Etant donnés les deux côtés de l'angle 
droit b etc, on trouvera l’hypoténuse a et les 


angles B et C par les équations 


cos b cos c R tang b 
COS a — Re tang C= — 
R sin C sir b 


R tang c 


Il n’y a dans ce cas aucune ambiguité. 
TROISIEME CAS. 


Lxx. Etant donnés l’hypoténuse à et un angle 
B, on aura les deux côtés b et c et l’autre angle 
C par les équations 


j sin a sin B tang a cos B cos a tans B 
FL A fers SON ASE VA Lang, cotG=—— RE 


R_ 
Les éléments c et C sont déterminés sans ambiguité 
par ces formules ; quant au côté b, il-sera de même 
espece que l'angle B. 


4 
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QUATRIEME CAS. 
LxxI. Etant donné le côté de l’angle droit b 


avec l’angle opposéB, on trouvera les trois autres 
éléments a, cet C par les formules 


| Rstraib,,». tang b cot B  . R cos B 
SU A ———— , SN C— ——— , sin OC = ° 
sin B R cos b 


Dans ce cas, les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus, ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
gle ABC et le triangle A B'C sont tous deux rectan- 
gles en À, ont tous deux le même côté AC — b et le 
même angle opposé B—B'. Au reste, les valeurs 
doubles doivent se combiner de maniere que c et 
C soient de la même espece; ensuite l’espece de c et 
b détermine celle de & par l'inspection de la formule 


cos b cos c—R cos a, mais la valeur de a se déter- 
R ser b 
sin B 7 


minera directement par l’équation sin À — 


CINQUIEME CAS. 


Lxxt1. Étant donné un côté de l'angle droit b 
avec l’angle adjacent C, on trouvera les trois 


autres éléments a, c, B, par les formules 


cot b cos C sin b tang QC cos b sin C 

COQ — , NS, COS D =, 
R R R 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 


l’espece des éléments inconnus. 
SIXIEME CAS. 


ExxuI. Ætant donnés les angles obliques B et 
C, on trouvera les trois côtés a, b, ©, par les 
formules 


cot B cot C R cos B R cos C 
COS a — CODE ———, COS CZ. —— 
sin C sin B 


Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 


fig xt. 


394 TRIGONOMÉTRIE 
REMARQUE. 


Lxx1V. Le triangle sphérique dont A, B, C, sont 
les angles, et a, b, c les côtés opposés, répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup- 
pléments des côtés a, b, ©, et les côtés suppléments 
des angles À, B, C; de sorte que si on appelle 
A',B',C', les angles du triangle polaire, eta', b',c', 
les côtés opposés à ces angles, 6n aura 

A'— 92000 —4, B'— 2000, C'— 2000 —c 

a'—200°— À, b'— 200 B, c'— 200°—C. 
Cela posé, si un triangle sphérique a un côté a égal 
au quadrant , il est visible que l’angle correspondant 
À" du triangle polaire sera droit, et qu’ainsi ce trian- 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu’on doit 
avoir, outre le côté de 100°, pour résoudre le triangle 
proposé, serviront à trouver la solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
sphériques qui ont un côté de 100. 

Un triangle isoscele se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties, ainsi la 
résolution des triangles sphériques isosceles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles. 

Soit ABC un triangle sphérique , tel que les deux 
côtés AB, BC soient suppléments l’un de l’autre; si 
on prolonge les côtés AB, AC jusqu’à leur rencontre 


en D, il est clair que BC et BD seront égaux comme 


étant suppléments d’un même côté AB ; d’ailleurs il 
est visible que les parties du triangle BCD étant con- 
nues, on connait celles du triangle ABC qui est le 
reste du fuseau AD , et vice versd. Donc la résolution 
du triangle ABC, dans lequel deux côtés font en- 
semble 00°, se réduit à celle du triangle isoscele 
BCD , ou à celle du triangle rectangle BDE qui est la 
moitié de CBD. 


at 
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Lorsque les deux côtés AB , BC, sont suppléments 
l’un de l’autre, 1l faut que les angles opposés ACB, 
BAC, soient aussi suppléments l’un de l’autre; car 
BCD est supplément de BCA ; or BCD—D=—A. Donc 
on ne peut avoir &+-Cc—200°, sans avoir en même 
temps À + C— 200, ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , 1° celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant ; 2° celle 
des triangles sphériques isosceles ; 3° celle des trian- 
gles sphériques dans lesquels la somme de deux côtés 
est de 200°, ainsi que celle des deux angles opposés. 


Principes pour la résolution des triangles 
sphériques en général ; 


LXXv. Dans tout triangle sphérique les sinus 
des angles sont comme les sinus des côtés Opposés. 


Soit ABC un triangle sphérique quelconque, je dis 
qu’on aura sin B : sin C :: sin AC : sin AB. 

Du sommet À abaissez l'arc AD perpendiculaire 
sur le côté opposé BC, les triangles rectangles ABD, 
ACD donneront les proportions 

sin B:R :: sin AD : sin AB 

KR : sir CG 222 AC : sm D: 
Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs, on aura 

sin B : sèn G :: sir AC : sin AB. 
Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
ans l’une desquelles s22 CG désionerait sin : 

d Tv d. quell C désig t ACD; 
mais comme angle ACD et l'angle ACB sont sup- 
pléments lun de l’autre, leurs sinus sont égaux ; 
ainsi on aurait toujours sn B: sin Q :: sin AC : sin 


AB. 


fig. 13 


fig. L la 
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 gle C, par exemple, cos C — 


… fig. 15. 
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. Soient a, b,c, les côtés opposés aux angles À, B,C, 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin À :sin a:: sin B:sin b:: sin G:sin c; ce qui 
donne la double équation : 


sin À sin B sin C 


—— 
— 


sin a sin b sin C 


LxxVI. Dans tout triangle sphérique le cosinus 
d’un angle est égal au quarré du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé, moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adya- 
cents, le tout divisé par le produit des sinus de 
ces mêmes côtés : c’est-a-dire, qu’on a pour l’an- 
R° cos c—R cos a cos b 
PRE 7 
On aurait semblablement pour les deux autres 


R°cosa—R cos b cos c 


angles, cos À — , et cos B — 


sin b sin c 
R° cos:b—R cos a cos c ‘ 


sin a sinc 

Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BG a, AO —2, AB—c.;Du:point 0O’#centre de 
la sphere, tirez les droites indéfinies OA, OB, OC; 
prenez OD à volonté, et par le point D, menez DE 
dans le plan OCA et DF dans le plan OCB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB, prolongés ; enfin 
joignez EF. 

L’angle D du triangle EDF est par construction 
la mesure de l’angle que font entre eux les plans 
OCA, OCB, ainsi l'angle EDF est égal à l’angle C 
du triangle sphérique ACB : or dans les triangles 
DEF, OEF, on a* | 

cos EDF _DE-+DF—EF 


SR ds 
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cos EOF OE+OF—EF 
R {LISTE ON 


ANSE Th! LA 
Prenant dans la seconde la valeur de EF et la 


substituant dans la premiere on aura 


—— 2 ——— 9 —— 2 -— 2 EOF 
cos EDF DE+DF—OE—OF+ 20E.0F—— 


R 4e 2DE.DF 
Or OE—DE—OD et OF—DF—OD, on a donc 
k OE.OF.cos EOF—OD.R 
cos EDR De 0 d > 
Il ne s’agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphérique : or on a 


OE R 
R OF R R OD "cos DO: 
sin b° DF PART DOF Pre a’ DE sn DOE 
cos b OT. cos DOF __ cos a 


TS ment eee D LORIE 

sin b?’ DFE sin DOF Sin a 
PU R° cos c— KR cos a cos b 
O en 


sin & sin b 


Ce principe, qui, étant appliqué successivement 
aux trois angles, fournit trois équations, suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : 1l a, par rapport aux triangles 
sphériques, la même généralité que ie principe de 
Vart. xzv, par rapport aux triangles plans. En effet, 
puisqu'on a toujours trois éléments donnés par le 
moyen desquels il faut déterminer les trois autres, 
il est clair que ce principe donne les équations né- 
cessaires pour résoudre le problème; équations qu'il 
appartient à l’analyse de développer ultérieurement, 
pour en tirer, suivant les différents cas, les formules 
le plus simples et les mieux adaptées au calcul loga- 
rithmique. 


Wir CT 
sin & sin b : 
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Lxxvi1. Puisque le principe dont nous parlons est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatifs aux triangles sphériques , et notam- 


ment le principe du n° zxxv. C’est ce qu'il est facile. 


devériñer. 
ee re à R°? cos c— R cos a cos b 
En effet l'équation cos G = = 
sin a sin b 
donne R2 — cos° C ou sin? C — 


R'sin’asin b-R°cos°a cos*b+4-2R cos a cos bcosc—R“cos* c 


sin a sin b 
Or sin° a sin° b —(R°— cos’ a) (R° — cos b) — 
RER" cos” a— R° cos” b + cos’ a cos’ b. Donc en 
substituant et extrayant la racine, on aura 


V (Rf—R° cos®*a—R° cos*b—R° cos? c+2R cos a cos bcosc). 


# 


Soit pour abréger Z — 3 


V'(Ri—R: cos" a — R° cos b—R° cos c+2Rcosacosbcosc),: 


on aura donc 
RZ sin C RZ 


sin C—=—————, où — EE ———— , ————, 
sin à sin b Sin C ‘sin a sin b sin C 


Les valeurs de cos À et de cos B donneraient sem 
blablement | 
Sin À fs RZ sin B DU RZ 


3 pile UN ER TU tas Ir eo Ed Ts 7 # 3 ET US T. s7 T 
Sin & sin a sin b sin c° sin b sin a sin b sin c 


car la quantité Z ne change pas, lorsqu'on fait la 
permutation entre deux des quantités a, db, c donc 


sin À sin B sin C 


on a , ce qui est le principe du 


sina sind  sinc 
n° LXXV. | 

Lxxvirr. Les valeurs que nous venons de trouver 
pour cos G et sir C, peuvent servir à trouver les 
angles d’un triangle sphérique dont on connait les 
trois côtés ; mais il existe d’autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique. 

En effet, si dans la formule R° — R cos C — 


Le 
SPHÉRIQUE. , 309 
> sin°=G, on substitue la valeur de cos GC, on aura 
2 sin°à cos C cos à cos b+-sin a sin b—Rcos c 
Es de nt 1 RU No CP NN 
R° R sin à sin b 


k 


Le numérateur de cette expression se réduit É 

R cos (a—b)—R cos c; or, d’après la formule 

R cos g—R cos p—2 sin: (p+-q) sin; (p—q)", on *xxvur. 
trouve R cos (a—b)—R cosc—2 sin: (c—b+a) 

sinz (c—a+b); donc 


' (ES) ° (ES) 
SR | —— | sin | —— 
2 2 


ne NN PSE CNRS TEE OI RP RER ETES 
R° sin a sin b 


D" 


sin a sin b. \ 
Il est évident do aurait des formules semblables 
pour exprimer sin = À et sin=B, par ie moyen des 


| trois côtés @&, b, c. 


Lxxix. Le problème général de la trigonométrie 
sphérique consiste, comme nous l'avons déja dit, 
à déterminer trois des six quantités A, B, C. 
a, b,c, par le moyen des trois autres. Il est né- 
cessaire, pour cet objet, d’avoir des équations entre 
quatre de ces quantités, prises de toutes les manieres 
possibles ; or, six quantités combinées quatre à 


k 6.5 | $ 
quatre où deux à deux, donnent ——- ou 15 combi- 
IL... 2 


naisons , ainsi 1l y aura quinze équations à former ; 
mails Si on ne considere que les combinaisons essen-. 
tiellement différentes, ces quinze équations se rédui- 
sent à quatre. 

En effet, on a, 1° la combinaison abcA, ‘qui 
comprend, par la permutation des Eee PO 
abcB, abcC; | 

20 La hais abAB, d’où résultent a0AB, 
bcBC, acAC; 


> 
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jet 3° La combinaison ab À C, qui comprend les six 
| abAC, abBC, acAB, acBC, bcAB, bcAC; 
4 Enfin, la combinaison a A BC, qui comprend 

les trois a ABC, ABC, cABC. 
Il y a donc en tout quinze combinaisons, mais 


n'y en a que quatre essentiellement différentes. 


Ï je » MR cos a — KR cos 0 cos c 
Lxxx. -L équation cos AREA ou ni ie ns 

sin b sin c 
représente déja la premiere combinaison abcA et 


dy celles qui en dépendent. 


i} | 
\] Ha Pour former l'équation qui répond à la combi- 
naison ab AB, il faut éliminer c des deux formules 
48 qui donnent les valeurs de cos À et cos B; mais l’éli- 
‘| 00 mination a déja été faite (Lxxvir), et le résultat est 


. 


de 


sin À sin B 


D € 


LONTE sin a sin b 
La troisieme combinaison se forme de la relation 
entre a, b, À, C; pour cela ayant les deux équa- 
tions 


cos À sin b sin c—#R* cos a —R cos bcosc, 
cos GC sin b sin a —R* cos c —R cos b cos a, 


on en éliminera d’abord cos c, ce qui donnera R cos A 
sin c + cos G sin a cos b—=R cos a sin b : mettant 


5 : ‘ sin à sin C 
ensuite dans celle-ci la valeur si c — as D OU 


aura pour la troisieme combinaison 


pe cot À sin C + cos C cos b— cot a sin b. (x) 


(1) Pour retenir aisément cette formule et la retrouver au besoin, 
voici une règle de Mnémonique : é 
1°. Avec un côté a et l'angle opposé A, ; 
‘9 Avec un autre côté & et l'angle adjacent C, 
formez l'équation fictive cotia cot À —cot b cotC, en observant de 

mettre les petites lettres avant les grandes. 
2° Multipliez de part et d'autre par sin b sinC, en supposant 


le rayon R—1:1, vous aurez 
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Enfin, pour avoir la relation entre À, B, C, a 


j'observe que dans Dir du le terme 


Sin PRE B 
— KR co 


Sin «a sin À Ù | 
en multipliant cette équation par SEL a on aura. 


. #> L2 . 
R cos À sin C—R cos à sin B— sin À cos C cos b. 


coasinb—Rocosa. 


Si dans cette équation on permute entre elles les let- 
tres À et B, ainsi que a et b,.on aura 


R cos B sin C—R cos b sin A — sin B cos C cos a. 
Et de ces deux-ci1 on tire, en chassant cos D, 


R:c A sin CG +R cos B sin G cos ON +0 


Donc enfin 


R° 605 À HR cos B cos C 
sin B sin C 


C’est la relation cherchée entre À, B, C, a, ou la 
quatrieme des équations nécessaires pour la résolu- 
uon des triangles sphériques. M, 


Lxxx1. Cette derniere équation entre A, B, C, a, 


otfre une analogie frappante avec la premiere entré 


a, b,c, À : et on peut rendre raison de cette ana- 
iogie par la propriété des triangles polaires ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle dont 
les angles sont A, B, C, et les côtés opposés a' b, €, 
répond toujours à un triangle polaire, dont les côtés 
sont 200°— À, 200°—B, 200°—C, et les angles 
opposés 200°— a, 200°—b, 200°—c. Or le prin- 
cipe de l’article rxxvr étant appliqué à ce dernier 
triangle , il en résulte 


cot a sin b cot À sin C = cos b cos C. 
3° Dans le premier membre, séparez les petites lettres des grandes , 
en mettant à celles-ci le signe — vous aurez l’équation vraie 
cot a sin b — cot À sinC — cos b cosC, 
laquelle étant homogène aura lieu, même sans supposer R — 1. 


Douz. ed. 26 Ù 


*X XVIII, 
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R°cos(200°—A)-Rcos(200°—B)cos(200°—C); 
a0i (200 20) RS 
sin (200°- B) säx (200°—C) 
6 qui se réduit à 


R° cos À +R cos B cos C 
COS = ——— 
sir B sin C 


9 


ainsi que nous l'avons trouvé par une autre voie. 


Cette formule résout immédiatement le cas où 
’on veut déterminer un côté par le moyen de trois 
angles ; mais, pour avoir une formule plus com- 
mode, pour le calcul logarithmique, on substituera 


A ‘ ÿ cos a 
la valeur de cos a dans l'équation r — Re = 
; Le 
2 Sin” —a e DNA sin +a 
"ce. (qui Dem NIMES. UE 
R° 9 q R° 
sin B sin C— cos B cos C—R cos À _ —Rcos(B+-C) -R cosA 
> sén B sin C hi 2 sin B sin C 


Et parce qu’on à en général * R cos p + R cos 9 — 
2 cosi(p+gq)cosi(p—q), cette équation se 
réduit à 
Sins Qi er COS CAGE RE C)cos-(B+C—A) 
SES sin B sin C k 
où il faut observer que le second membre, quoi- 
que sous une forme négative, est néanmoins tou- 
jours positif. Car on a en général sin (x — 1000) — 
Sin Æ COS 100° — COS Æ SUR 100° 

a 2 . | = — cos æ donc 
-ricas si CAE Bt 6) = sin (ES 100° ) 


2, 


R: 


quantité qui est toujours positive, parce que À + B 
+ G étant toujours compris entre 200° et 600, l’an-- . 
gle 2(A + B + C)— 100° est compris entre zéro et 
2000; d’ailleurs cos + (B + G — À) est toujours po- 
sitif, parce que B+ C— À ne peut pas surpasser 
200° ; en effet dans le triangle polaire le côté 200° 
— À est plus petit que la somme des denx autres 
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200° —B, 200° —C ; donc on a 200° — À < 4oo° —B 
—C, ou B+4.C—A < 2002. | 

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 

positif, on aura, pour déterminer un côté par le 
moyen des angles, la formule ù 

(Tor a me A+B+C a B +4C — ) 

sn-a—=kR V” à F2 $ 

) sin B sin, C \ 

Lxxx11. Avant d'aller plus loin, nous remarquerons 

que de ces formules générales, on peut déduire celles 

qui concernent les triangles sphériques rectangles. 

Pour cet effet, on fera A— 100, tant dans les quatre 


formules principales que dans celles qui en dérivent 


par la permutation des lettres. Et d’abord Péquation 


cos À sin b sin c—R° cos a —R cos b cos c, donnera 


par cette substitution 
R cos a— cos b cos c. (tr) 
Les dérivées de l’équation générale ne contiennent 
point À, et ainsi ne donnent aucune relation nou- 
velle da le cas de A— 1000. 


san À sin B 
L’équation - "= — 7", donne dans le cas de 
sin «à sin b 
A = 100°, 
R sin B 
PR RR RAA (2) 
sin à sin b / 


sin A «ts sin C 
Et la dérivée s 


sin à Sin C 


, donnerait également 


R __sinC 


 — ; mais celle-ci est elle-même.une dérivée 
sin a sin C°. 


de Péquation (2). 

L’équation cor À sin C +4 cos C cos b—cot a sin b, 
donne dans le cas de À — 100°, cos C cos b— cot a 
sin b, ou 

cos C tang a —=R tang b. (3) 
La dérivée cot C sin À +- cos À cos b—cot c sin b, 
donne dans le même cas, R cot G—cot c sin b, ou 
R tang c— sin. b tang C. (4) 


26. 


Re TE, 


Ati 2 
Cp 


LXX. 


“4 we à à TE 


Y ét 
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Enfin la quatrieme équation principale 5/2 B sin C 
cos a R°cos A+ R cos B cos C, et sa dérivée sin A 
sin G cos b—R° cos B+R cos À cos C, donnent dans 
le cas de A— 100°, sin B sin Ccos a Rcos B cos C 
et sin G cos b=R cos B, ou | 
cot B cot GC—R cos a, (5) 
sin C cos b —R cos B. (6) 
Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 


Lxxxiit. . Nous terminerons ces principes par la 
démonstration des Ænalogies de Néper, qui servent 
à simplifier plusieurs cas de la résolution des triangles 
sphériques. 

Par la combinaison des valeurs de cos À et cos C 
exprimées en a, b, c, nous avons déja obtenu 
l'équation * 

R cos A sinc—R cos a sin b— cos C sin a cos b. 
Celle-ci donne par une simple permutation : 

R cos B sir c—R cos b sin a — cos C sin b cos a. 


Doxc en ajoutant ces deux équations, et réduisant, 
on aura 
sin c (cos À +- cos B) —(R— cos GC) sin (a + b). 


sin C _\ sin a sin b 


Mais puisque — —-",ona 
Re sin PNA sin À sin B° 


sin C (sin A+ sin B)—sin C (sin a+ sin b) 
et Sz2 C (sin A—sin B)—sin C (sin a— sin b). 


Divisant successivement ces deux équations par la 
précédente, on aura | 


sin À +-sin B sin C sin a +- sin b 

cos À +-cos B R—cos C  sin(a+b) jh 
‘ c : . Ke 

sin À — sin B sin C Sin A —S$S in 


cos À + cos B  R—cos C'° sin (a+-b) 


Æt en réduisant celles - ci par les formules des arti- 


cles xxrx et xxx, il viendra : 


# 
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cos L(a—b 
ange (A + B)— cot".C. Re) 
sin(a—b) 
sini(a+b) re 
Donc étant donnés les deux côtés & et b avec angle 
compris C, on trouvera les deux autres angles À et B 
par les analogies, 
cos= (a+ b):cos1(a—b)::cot=C:tang:(A+B) 
sin< (a+ b).sini(a—b)::cot:CG:rang=(A—B). 
Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
aire du triangle ABC, il faudra mettre 200° — À, 
200°—B, 200° — &, 200° —b, 200° — c, à la place 
de a, b, sut B, C, respectivement, et on aura pour 
UE ces ns al 


D Phicota— Rp) : tang=c:tang= (a+ b) 


rang + (A — B) — cot:C. 


sin+(A+B\:sin:(A—B): : cang <c:tang=(a— D), 


au moyen desquelles, étant donnés un côté c et Îles 
deux angles adjacents À et B, on pourra trouver les 
deux autres côtés & et b. Ces quaire proportions sont 
connues sous le nom d’Ænalosies de Néper. 


Résolution des triangles sphériques en 
général. 


La résolution des triangles sphériques comprend 
six cas généraux, que nous allons développer suc- 
cessivement. 


PREMIER CAS. 


Lxxxiv. Etant donnés les trois côtés a, b, c, 
on trouvera un angle quelconque, par exemple, 
3 , AL g î L 
é angle À opposé au côté a, par la formule : 
. SAT DGA <chnene | 


sin AR ARE | Ur ar 2 | 


sin b sin c 


d 


ne 
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DEUXIEME CAS. 


uxxxv. Étant donnés deux côtés a et b avec 
l'angle À opposé à l’un de ces côtés, trouver le 
troisieme côté c et les deux autres angles B et C. 

10 L’angle B se trouvera par l’équation sin B — 
sun À sin b 
ana. 

20 Pour avoir l'angle GC; il faut résoudre l’équation 

cot À sin C + cos G cos b—cot a sin b. 

Soit pris pour cet effet un anglé auxiliaire © de ma- 
cos b tang À 


niere qu'on ait {ang ® — 5, 


> OÙ COL À — 
cos b cos ® QU LS 4 
RON cette valeur de cot À étant substituée dans 


cos b 
sin ® 
sin ® cos G) — cot a sin b, d’où l’on tire 


‘équation à résoudre, donne (cos 9 sin C + 


sin (C+9) — ET _ ?, 
Par cet artifice, on voit que les deux termes inconnus 
dans l’équation proposée se réduisent à un seul, d’où 
il est facile de tirer l’angle C. 

3° Le côté c se trouvera par l’équation 
sin a sin C 
sinÀ 

On peut aussi le déterminer directement par la ré- 
solution de l’équation : 


Sin Ê — 


R cos b cos c +- cos À sin b sin c— R° cos a. 


À : R cos b sin 
Pour cet effet, soit cos À sin b — SO, où 


cos À tang b 
LOTS P—= ——ÿ5@——, On aura & 


cos D 


ie (cos & cos ® + sin c sin ®9)—R cos a. Donc, en 
€ 


cherchant d’abord l’auxiliaire ® par l'équation ‘ang @ 


+ NN 
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cos À tang b 
“4 R 


, On aura le côté c par l'équation 


COS & COS 
cos (c—p\— da 
cos b 


Ce second cas peut avoir deux solutions, ainsi que 


le cas analogue des triangles rectilignes. 
TROISIEME CAS. 
LXXXVI. Étant donnés deux côtés a et b avec 
l'angle compris C, trouver les deux autres angles 
A et B'et le troisieme côté c. 


1° Les angles À et B se trouvent par ces deux 


équations 
cot a sin b — cos € cos b 


CON A ES LE ER AE RES 
sin C 
cot b sin a — cos C cos a 
cot B = —— —, 
sin C 


dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme, au moyen d’un auxiliaire ; 
mais il est plus simple, dans ce cas, de se servir des 
analogies de Néper, qui donnent 


Fa — sin =(a— 
: A—B A sini(a—b 
LOANS ——— = co EC. —— © 
2 ?  sin=(a+b) 
À + B , cos=(a—b 
Lang Sue cot=C. = (58 
2 *  cosi(a+-b) 


2° Connaissant les angles À et B, on pourra cal- 
culer le troisieme côté c par l’équation sin c — 
’ sin C : ! ; à 
sin &.-—"; Mais pour déterminer c directement, on 
cr ù 
a l'équation : 


R*cos c— sin a sin b cos G+ R cos a cos b. 


&r" pris l’auxiliaire ©, de maniere qu’on ait sin b 
ns cos C tang b 
cos C— cos b tang ®, ou tang 9 — EE “id 


aura 


cos b 
COS C— —— COS (a—9), 


ir 
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QUATRIEME CAS. 
LxxxVII. Étant donnés deux angles À et B 
avec le côté adjacent c, trouver les deux autres 
côtés a et b, et le troisieme angle C. 


1° Les deux côtés a et b sont donnés par les for- 


= 


_ mules 
* cot À sin B + cos B cos c 
CO a — 3 
sin C 
cot B sir À +- cos À cos c 
cot b — , 


Sin C 
mais on peut les calculer plus facilement par les 
analogies de Néper, savoir : 


sn on Se hnee À Vi ta 
Ant :: (ang =<c:tans 


a+-b 


ATP... A—B 
ù 


COS 
2 2 


2° Connaissant a et b, on trouvera C par l’équa- 
L ' sin C sin À ; | , 
uon si C— —————; mais on peut aussi trouver 

Sin «a * 
. GC directement par l'équation 
R° cos C— cos c sin À sin B—R cos A cos B. 
Soit pris l’auxiliaire ?, de maniere qu'on ait 
à cos c tang B 
cos c sin B — cos B cot ®, ou cot 9 — TE ——, 


CO :: Lang +c:lang 


on aura 
sin (A —®) 


sin ® 
Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 


cos CG — cos B. 


CINQUIEME CAS. 


LXxxVIT. Étant donnés deux angles À et B | 


avec le côté à opposé à l’un de ces angles, trou- 
ver les deux autres côtés b, ce, et le troisieme 
angle C. 


Me De 


4 pd 
dE | 
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9 Le côté b se trouvera par l'équation sir b — 
Ù sin B 
SUL &. LATE 


2° Le côté c déperd de l'équation 
cot a sin c — cos B cos c — cot À sin B. 


| cos ® cos B tang a 
Soit cot a —cos B——— ou tans ® — u 
sin ® () ? | R ; a 
os B : k ÿ 
aura —— ( sër c cos Ÿ—-cos c sin ? ) —cot À sin B ; 
sin € 
donc ÿ- 
‘ tang B sin Q. 
sat (c—®) — RAR LE 
tang À 
30 anale C se trouvera par la résolution de 
Jéquation 


cos a sin B sin C—R cos B cos G—R* cos A. 
R cos B cos ® 


: ou 
sin Q k 


Soit pour cet effet cos a sin B — 


{ 


cos a tang B cos 

—— — , ON aura — 
R ? Le sin ® 

cos G sin ®)— KR cos À ; donc 


cos À sin ® 
cos B 


(sin C cos ? — 


coût o = 


sin (C—9)— 


Ce cinquieme cas est, comme le second, susceptible 
de deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
analogue des triangles rectilignes. 


SIXIEME CAS. 


‘Lxxxix. Etant donnés les trois angles A, B,. 


C, on trouvera un côté quelconque, par exem- 
ple, le côté opposé à l’angle À, par la formule 
— cos = ne per | 


sin B sin C 


sin + ta—Rv 


‘On peut remarquer que de ces six cas généraux 
les trois derniers pourraiënt se déduire des trois pre- 
miers, par la propriété des triangles polaires : de 
sorte qu'à proprement parler, il n’y a que trois cas 


€ 


ul 
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différents dans la résolution générale des triangles 

sphériques. Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles ; le troisieme 

se résout d’une maniere presque aussi simple, au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second, 

il exige deux analogies ; et d’ailleurs, il admet quel- 

quefois deux solutions, tandis que le premier et le 
troisieme n’en bent jamais qu’une. ‘ 

xc. Pour distinguer dans le second cas si, pour des 

valeurs DEA cul données de À, a, b, ily a deux 

triangles qui satisfont à la question ou seulement un; 

supposons d’abord langle À < 100°, et soient pro- 

longés les deux côtés AC, AB jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AG 
< 100° et qu’on abaisse CD perpendiculaire sur AB, 

les côtés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront 
tous deux plus petits que 100°, la ligne CD sera la 
distance la plus courte du point C à l’arc AB, et en 
prenant DB'— DB, les obliques CB’, CB seront égales 
et d'autant plus longues qu’elles s’écarteront plus de 
la perpendiculaire. Soit AC —b, CB—a, on voit 
donc qu’un triangle dans lequel on a À < 100°, b < 

r00°, et a < b, a nécessairement deux solutions ACB, 
ACB'; mais si, en supposant toujours À et à plus 
petits que 100°, on a & > b, alors le point B” passerait 
au-delà du point À, et il n’y aurait qu'une solution 
représentée par ABC. 

Soit ensuite AC! > 100°, si on abaisse la perpendi- 
culaireC'D' sur ABA',on aura de mêmeC'D' < A'G', 
et l'arc C'B/’ mené entre D’ et A’, sera > C'D' et 
> C’A'; donc si on fait AC' — b, C'B" —C'B"—a, 
on voit que la supposition À < root et b> roo° don- 


nera deux solutions si & + b <200°, et n’en donnera 


qu'une si a+ b> 9200, parce qu’alors lé point B7 
passerait au-delà de A'. Discutant de la même maniere 
le cas où l'angle A est > 100? , on pourra établir ainsi 


" | 
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les symptômes qui déterminent si, dans le cas 17, la 
question admet deux solutions où n’en admet qu'une. 

> b une Solution. 
o Oo su f 
AsAop > 0 <100 Gras deux solutions. 
a+4-b > 200° une solution. 
oO Oo ; 
A<100,b> 100 a-+4-b < 200° deux solutions. 
a+4-b > 200° deux solutions. 


A>ice”,6< 100 "Uabe 200° une solution. 


re | 
O0 be 1000 a>b deux sotutions. 
û a<b une seule solution. 
Il n’y aura qu'une solution si on a A — 1000, soit ab, 


soit & + b— 200". Il y en aura deux si on à b = 100%. 

Xct. Ces mêmes résultats peuvent s'appliquer au 
cas cinquieme par la voie du triangle polaire , et on 
en tirera lesisymptômes suivants, qui feront connaitre 


si pour des valeurs données de A, B,a@, il y a deux. 


triangles qui satisfont à la question, ou s'il n’y en a 
L 1 
qu'un. 
4 une solution. 
a>100°,B > 100° ae deux solutions. 


Oo 
a>100°,B< 100° A-+-B > 200° deux solutions. 


AB < 200" deux solutions. 
A-+4-B > 200° unesolution. 


a< 100°,B > 100° - 


À+-B <200° unesolution. 
À <B deux solutions. 
A>B une solution. 

Il n’y aura qu'une solution si l’une des égalités suivantes a lieu a—100° 
AZB, A+B—200%. Il y en aura deux si B— 1002. 


a < 100°,B< 100° 


xcr1: Dans tous les cas, pour écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, 1° que tout 
angle ou tout côté doit être plus petit que 206? ; 

20 Que les plus grands angles sont opposés aux 
plus grands côtés, en sorte que si on à A > B, il faut 


qu'on ait aussi a > b, et vice versé. 
Exemples de la résolution des triangles 
sphériques. 
xcim. Æxemple 1. Soient O, M, N trois points 
situés dans un plan incliné à lhorizon ; si de ces 
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trois points on abaisse les perpendiculaires OD , M 2, 
N 7, sur le plan horizontal DEF, les objets situés en 
O, M, N devront être représentés sur le plan hori- 
200 par leurs projections D,m, n, et l'angle MON 
par "= D n. Cela posé, étant donné l’angle MON : 
les inclinaisons de ses deux côtés OM, ON sur la 


verticale OD, il s’agit de trouver l’angle de projec- 
ton 72 D n, | 

Du point O comme centre et d’un rayon = 1, 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en 
A ,B,C, les,côtés OM, ON et la verticale OD, vous 
aurez un triangle sphérique ABC, dont les trois côtés 
sort connus; Gn pourra donc déterminer l'angle G 


égalàam D par la formule du premienseas. 


Soit par exemple, l'angle MON —AB—64 44" 60"; 
l'angle DOM — AC— 98° 12’, et l'angle DON—BC— 
105° 42", on aura par la formule citée 

sin 28° b7' 30" sin 35° 87' 30" 
SR CR 
sir 98° 12/ sin 105° 42’ 
Valeur que l'on calculera ainsi : 
L. sin 28° b7' 30"...0.6373956 Li. sën 98° 12'...9:9998106 
L. sén 35° 85! 30/...09.7276562 L.sin105°42'...9.9984242 


somme +- 2 LR. 39.365018 19.998234 
19.9982348 
2 L. sin2C...... 19.3668170 
Nr , CE Ghe P A HA 
À POI ET CANNES 9.683408 : C— 64 9 41 


Donc l'angle 64° 44° Go”, non dans un plen in- 


cliné à l or se réduit à 64° 9 4 L lorsqu'il est 


projeté sur le plan de lhorizon. 
: Ge problème est utile dans l’art de lever les plage À 
lorsque les points qu’on veut déterminer sont situés 


2 
+ des hauteurs sensiblement différentes au-dessus d’un 


même plan horizontal. 


we 
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xciv. Exemple Il. Connaïissant les latitudes de deux 
points du globe, et leur différence en longitude, 
trouver leur plus courte distance. 


On imaginera un triangle sphérique A CB formé 
par le pôle boréal GC, et les deux lieux A et B dont il 
s'agit; dans ce Hide an connaitra l'angle au pôle 
ACB, qui est la différence en longitude des deux 
points À et B, et les deux côtés compris AC, ‘CB, 
qui sont les compléments des latitudes des points A 
et B. On déterminera donc le troisieme côté AB par 
les formules du cas z11. 

Soient, par exemple, A et B les observatoires de 
Paris et de Pekin ; la latitude boréale de l’un de ces 
lieux est de 54° 26’ 36”, celle de l’autre est de 44° 
33' 73", et leur différence en longitude est de 126° 
80’ 56”. Ainsi on awa 


4743975" 64" 
b—= 55 66 27 
C126:00 450: 


D’après ces données on aura pour déterminer c, 
cos C tang b 


les formules ang ® — : MCOS ICE 


ÿ b $ REA Ua 
cos b cos (a 12 dont voici le calcul 
cos @ 


cos Ce m0: GE F8 
L. tang 6. . .: . 10.0756707 


L. tang ®.. . . 9.68910b9 
L’angle 9 que donnent les tables par le moyen de ce 
légarithme -tangente est 28° 94' 23”. Mais il faut 
observer qüe cos C est négatif, et qu’ainsi sang ? 


étant néoatif, on doit prendre 9 — — 28° 94° 23", c 
qui ere a—®$—174° 67 87". Cela posé, en he 
servant que cos (—®) —cos ®, on achevera ainsi le 


calcul 


* 
Î 


. 
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L. cos (a—9®) 9.880938 
L. cos. RON 0 6007196 

19.392891 
Ex cos D). 9-9534823 
T1 ICOS CON 0 EN 9-4418068 


Donc la distance cherchée c— 82° 16’ 05". Cette 
même distance peut s'exprimer en myriametres par 
821:605 ; car un myriametre est la longueur d’un 
arc de dix minutes, et un metre est celle d’un are 
d’un dixieme de seconde. 

xcv. Exemple TIL. Pour donner un exemple du 
cas cinquieme , proposons-nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connaît les deux angles 
A — 78° 5o', B— 54° o',et le côté opposé à l’un 
d'eux a—99° 20' 17". Au moyen de ces données, 
on trouve d’après le tableau de l’art. xer, qu'il ne 
doit y avoir qu'une solution , parce qu’on a tout à 
la fois a < 100°, B < 100° et À > B. Voici le calcul de 
cette solution. 

1° Le côté b se trouvera par la formule sin b — 


| sin B 
Le sin À 
LAPS @'4 SR OMNNAUIT 9-9999659 
LL 52700 00 PO EE NS 9.8791256 
102 Li PARA NES LE TS SES 0.022525 
Lisa bi a PDA, «  g-9003440 


Ce qui donne b—58° 5o' 14" ou son supplément 
141° 49! 86"; mais. puisque l'angle B est < À, il faut 
que le côté à soit <a, ainsi la premiere valeur est la 
seule qui puisse avoir lieu. Li 

20 Pour avoir le côté con doit faire sang ® — 
cos sien À in (RD) 
tang B cot À sin o 
RARE TT 


tang B St Q 
tang À 
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EST TS LEA 9:9999220 
L. cos B. .-. 9.%204063 L. ang B— LR 0.0547193 
L.#anga—LR" 1.901673: I. cot A.l 1... 9-34bb236 


L. tang®.... 11.7220794 L. sin (c—®).. 9.6001649 
P—98°" 79° 28.8  c— 9 — 26° 7’ 70". 5. 

Ici on a encore le choix de prendre pour .c—# la 
valeur 26° 7’ 70".5 , ou son supplément 173° 92’ 29". 5; 
mais en prenant cette seconde valeur, on aurait 
c > 200°, ainsi il faut's'en tenir à la premiere, qui 
AOENe C— 124 ST 00 +5. 

3° Enfin, pour calculer directement l'angle OC, 


cos a tang B 
nous prendrons les formules cof ÿ — "TE 


R ? 
: cos À sin 
QU ir M TS TE 
LANCE PA PA 2 9.999963 
AS ANNE S.0902020 r LL. /VOS ANT EMA 9:3202711 


L. tang B— LR o0.0547193 L. R—L cos B. 0.179937 


Lion di: rs 8.130121 L. së2 (C — 4) 9.699821: 
| M 99 9 Asia miC dE 337 0, 05 
ÿ- 99 9° 45 .5 
| C= 132 DO 0 

On n’a pas pu prendre pour € — Ÿ le-supplément 
de 33° 40" 54".5, parce qu’il aurait donné pour: C 
une valeur plus grande que 200°. Aïnsi on voit qu’en 
effet le problème proposé n’est susceptible que d’une 
solution. 


Nota. Si on fait usage de l’ancienne division du cercle 
pour le calcul de ces exemples, les angles donnés ou cal- 
culés seront exprimés comme il suit : 

Efêmple s Angles donnés. MON =—=,58 07 SUN 
DOM — 88° 18’ 28'',8, DON — 94° b2' 40'',8. Angle cal- 
Cu b70 LT! L'!,9. 

Ex. II. Angles et côtés donnés. a — 41° 9'46"", . . . 
b—bo° 5" 45"!, C=114° 7! 80'". Côté conclu. c—73°46!40!/. 

Ex. III. Angleset côtés donnés. A 70°39', B— 18° 36", 
a 89° 16'53/',5. Angles et côtés calculés. b—53°39'4''5, 
20 10 30, C— 119 rbho/: 
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APPENDICE 


Contenant la résolution de divers cas particuliers 


CR 


de la Trigonométrie. 


XCVI. 1 résolution des triangles , telle qu'on vient de 
l'exposer , ne laisse rien à desirer du côté de la généralité. 
Il est néanmoins quelques circonstances où l’on peut, avec 
avantage , substituer des solutions particulieres aux solu- 
tions générales, soit pour abréger les calculs, soit pour en 
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de 
l'erreur des tables. Nous allons résoudre quelques-uns de 
ces cas particuliers , en choisissant ceux qui sont de l'usage . 
le plus fréquent, ou qui conduisent aux formules les plus 
remarquables. À 

Nous continuerons de désigner par A , B, C, les angles 
du triangle proposé, rectiligne ou sphérique, etpara,b,c, 
les côtés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup- 
poserons de plus lerayon des tables — 1 , ce qui n’altere 
pas la généralité des résultats. Les angles À ,.B,, C, sont 
exprimés dans le calcul, soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs quiles mesurent, ces arcs étant 
pris dans le cercle dont le rayon est 1. Si un angle ou un 


arc æ est très-petit, on pourra mettre, au lieu de s2 x et 
3 


/ e e . TX 
cos x, leurs valeurs en séries ; Savoir : stn.r7=T — 3 +etc., 
142. 
T°? j 
cos æ—=1—— + etc.; mais alors x doit étre exprimé en 
L2 


parties du rayon. Un arc étant trouvé en partiès du rayon, 
pour avoir sa valeur en minutes , il faut le multiplier 
par le nombre de minutes comprises dans le rayon; ce 


29000 
nombre est 


— 6366.1977237, et son logarithme 
TT 


— 3 80388012297. 
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$. I. Des triangles rectilignes dont deux angles sont 
_ très-petits. ( 
\ 
xcvi1. Supposons que les angles À et B soient très-petits 
et par suite C très-obtus , on pourra faire sir A—A—+A*, 
sin B=B—%B*, et ser C—sin(A+B)—=A+B—+(A+B) 
Si donc on connaît le côté c avec les angles adjacents A et 
B, on trouvera les deux autres côtés Pa les formules a = 
c sin À C s'aP 
valeurs précédentes et réduisant, deviennent 


c À —) 
DURE + — 


, lesquelles, en substituant les 


À +-B 6 
b cB ( ae) 
E— L 4 — |}, 
À +-B 6 


et de là résulte a+ b—c—2c AB. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près qui contiennent quatre dimensions en À 
et-B. & 
xGvili. Supposons en second lieu qu’on donne les deux 
côtés a et b, avec l’angle compris C— t —, (G étant tres- 
… petit. On aura d’abord c°=a*+b"+92ab cos = a?+b*+2ab 
(1—50*)=(a+6)— ab 6°; donc 


ab6* 
c—a+b—x=. QT 


a 
Ensuite l'angle x se trouvera par l’équation s12 À —=-sinC= 
c 


a x : : 
— sin 6, d’où l’on tire, en substituant la valeur de c et celle 
€ 


de sin ÿ, sir À — 2 = di 
ER ra A RATE 5e À ne Pre 
( raie a 2 
RE À. 
(a#-6) 6 
DS: : a 6 ab{a—b) 6° 
Donc A sin A+-5sin A — + ———— . — 
; ab (a+06). 6 
on déduirait la valeur de B en permutant entre elles les 
lettres & et b; mais A étant connu, on à immédiatement 


B—=4 —A.Si 6 est donné en minutes, pour avoir À expriue 
Douz. ed. 27 


. De la 
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aussi en minutes , il faudra, dans les formules précédentes, 
| LA MR. 
substituer, au lieu de A et ÿ, les rapports DR? R étant le 


nombre de minutes RAI Foi le rayon. On aura ainsi 


area pie _ 
fort Se, AU ià 
ee — À 
0) 
NUE 6(a+-b)° 
xcix. Pour donner un exemple de ces formules , soit a— 


1000, b—2400 8 CE 199°32; ou —68", on aura a+b-c— 
1200000 


+) 0.037806, d’où c=3399”, 962194. En- 


3400 
suite on a par une premiere approximation NOR =20",et 
-a+4-b 
B—0— A — 48"; mais la formule entiere donne A — 20" 
2/00 X HE \ ! 
— | — En » 88946, et par suite 
| 6 (3400)° R 19 999 94 u P ut 
B—48'. 00011054, valeurs qui doivent être exactes jusque 
dans la derniere décimale. 


$. IT. Résolution du troisieme cas des triangles rectilignes 
par la voie des séries. 


c. Etant donnés les deux côtés a et b et l’angle compris C, 
pour trouver l’angle B, on a la proportion bd : a :: sin B: 
sir (B+-C), laquelle donne & sin B—b (sin B cos € + 
sin B b san C 
cos B  a—bcosC 
cette équation on met à la place des sinus et cosinus leurs 
valeurs en exponentielles imaginaires *, on aura. 

SD RER A BV —1 b (a TE ES 


Pr ne A 9 3 D (ere er CK T4) ÿ 


d’où l’on tire 


. Si dans 


cos B sin C), et par conséquent 


_—CV—1 
BV = .__a—be 


a — b SCT 


Prenant les logarithmes de chaque membre et développant 


L 
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e second en série d’après la formule connue L(a—x)= 


x 2° x° 


La—-— ',,—;:——etc., on aura 
a 94 3 a° 
3 


b b° b 
2BV/—1—=-e MR Le POP ETES Lu GVEEE AE etc. 


a 2 a° AE 
b be b° 
RS OVET es Cle A vu A ane 4 1e) 
n7 24° 3 a° 


Donc en sant par AE 1 , et observant que Pan 


e REV I 5 — 1 sur mm C, on de 


2 3 


b 
B Has Got 


C’est la valeur de je ps B, exprimée en,parties du rayon, 
par une suite dont la loi est très-simple ,.et qui sera d’au- 
tant plus convergente que à sera plus petit par rapport à a. 

La valeur qu’on vient de trouver doit satisfaire aussi à 


a +4-b 


1 £ | A 
mr LL C, qui est la même 


l'équation tang(B+-:C)— 


0 # 
que tang=(A—B)— _. cot+C,etquinediffere que par 
a 


Sin B__. bsinC 


la forme. de l’équation RE LE TRIER 
| ÿ . cos B a—b cos C 


.- L’angle B: étant connu, on aura le troisieme angle 
AY % 9-B—C. Quant au troisieme côté c , il dépend de 
l'équation c°'—a—2ab cos C+4-b*, laquelie donne par lex 


traction de la racine, 
2 3 


c—œa—b cos C+-—sin C4 sin C cos C—etc. 
2a 24 


Mais cette série n’a pas une marche réguliere , etne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peuttrouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperboliqne 
de c. En effet, 1l est facile de voir que la quantité a°—2ab 
cos C+-b° — Mec +) (a—be—CY—1); car le produit 
développé de ces deux facteurs donne 

Ab Ce or pre CV pp, ou à sn ER EN Er. 
On a donc c a pe0V ai) Ca APE OUEST 

prenant les logarithmes de chaque membre, il viendra 


. 27. 


/ 
ei e 
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, 2 3 
SEE TT EME — ê NEA ë eCVE x —éte. 
a a © 3 a° 
pi X à sis b? ; 
+ La—-e CMS ut AUD PEER EE CV ete 
a 2 à” 34° 


Donc en réduisant de nouveau à l’aide de la formule 
mCV —1 —nCVv —1 
e —+-e — 2 cos mC, on aura 

2 3 


L'ontann 4 C— —— cos 2 C— — cos 3 C—etc. 
rs D À 7e 58 3 a° 


série non moins élégante que celle qui donne la vaieur de 
B; il faudra multiplier les termés algebriques par le module 
0. 43429448, sion veut que les logarithmes soient ceux des 
tables ordinaires. 


Ü y NE: 


L | 
$. TTL. Résolution du troisieme cas des triangles sphériques 


par la votre des séries. 


ne 


ii. On a fait voir dans le paragraphe précédent que la 


m+-n 
valeur der tirée de l'équation {ang x — tang = C, 
AE 70 
peut s’exprimer Le cette série 
n° n° 
4 C++ sr C4 - sin 2 Ce - sin 3 C+-etc. 


3 m 


Or dans un triangle US où l’on connaît les deux 
côtés a et b'et l’angle compris C, on a par les analogies de 


*LXXXVI Néper x 


Lf 1 '! 
End long C 
sin(=a—<06) 

_ sintacosib+cos+asin<b 
"4 PHAMA RD EN Sr CDI à SRE 
AB es AC 


2 cos(ia—?b) 
__ cos+acos E y PS b' 
. . tang=C 
7 cosLacos +b-+-sinxa sin +b 
Donc, en vertu de la formule précédente et supposant 


toujours b> 4, on aura 


tang = C 


tang C 


COR 
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A—B tang = b tang”® ; b 
+ 1 te) . 
— +100 —+C— —— sin C— G —— sin 2 € 
2 MOI jang=a 2 {Ang +4 
tang® = b ‘ 
— SU 3 Crete! 
3 {ang + a 
A+ B tang + b tang® = b 
D? Sa InE «1 
= poëtu 2 C = nr C— — sin 2C 
here  COË 5 & 2, :CObz Ahonpisl 
tang* = b 
D————— "sin 3C— etc. 
3 cot° + a ) 


Suites dont la loi est très-simple, et q séront d'autant plus 
convergentes que & sera plus petit à. premieré est tou- 
jours convergente , puisqu'on suppôse b<&; la seconde le 
sera aussi, si on à {ang + b<'cot=@, où a-kb 3009. Elle 
serait Nobècrte et fausse si on avait a+b> 200°, mais ce 
cas peut toujours s’éviter ; car la résolution ‘du triangle 
BCA dans lequel on aurait CA + CB > 200°,se réduit tou- fig. 11. 
jours à celle du triangle A/C.B' dans lequel'on a C A+ 
CB'<200°. Au reste , la seconde série.est dans sa plus 
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux très- 
ES ; alors le troisieme côté c ést très-petit aussi 3 puis- 
qu'on doit avoir c<a+b, et le triangle sphérique differe 
très=peu d’un triangle plan ; dans ce cas Pexcès de la Somme 
des trois angles sur deux angles droits, s ‘exprime ainsi : 
A-B-4-C-200° tangrs a lang =bsinC—tang +atang* bsin2C 
+-< ang sa tang) + bsun 3 C——etc. 

cr. Pour trouver le troisieme côté c du triangle proposé, 
on a l'équation cos C— cos à cos b + sun a,sin b cos C ; de 
laquelle il est aisé de déduire lesideux suivantes : 
sin 2c=sin":acos"Àb-2siniacosibcos-asinibcos CH-cos*"+a sin* :b 
cos®+c—cos"+a cos* sb +2 cos'a cos=bsin-asinsb cos CH-sin;a sin”; 0. 
Par la forme de ces valeurs on voit que sé: =c peut être 
regardé comme le troisiéemé côté d’un Tee rectiligne 
dans leque on aurait les deux côtés connus 52% + @ 005 + b 
cos + a sin + b et l'angle compris C'; de même cos + cest le 
Hiietie côté d’un Here rectiligne , dont des DRE 
seraient cos + a cos + b , sin + a sin + b et l’angle compris 2007 
— C. Donc on a par la Forma Ve pour les triangles 


* CEE + 
Fectilignes * La 
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. tang + tang*=b 
dog sintc—log(sintacos+b)- Se cos C— ne eos 20 —etei 
Fo A 2iang —a 
tang” = 
log cos  c—log(cosia cos: RE ang cos C— cos 2C +- etc. 
cot=a * 2 cot=+a 


Il est à remarquer ultérieurement que comme chacun des 
triangles rectilignes dont nous venons de parler peut se 
résoudre par le moyen d’un triangle rectiligne rectangle, 
on peut directement réduire la résolution du triangle sphé- 
rique proposé à celle d’un triangle rectiligne rectangle. 

On trouve par ce moyen que sin+ c est l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont së72(a+b)sin<C et 
sin + (a--b) cos + C. De même cos + c est l’hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés SEFRIANE COS = (a—b) COS + C 
et cos.+ (a-4-b) sin = C. 

De plus, si on cnpelié M l’angle qui dans le premier trian- 
gle ést'opposé au côté sr Re cos+C, et dans le second, 
N l’angle opposé au côté cos (ab) cos + C , il résulte des 

15 Âe4B A+B 


analogies de Néper qu’on aura —M, et 
LL fi } \ À 2 f 


— N ou 
A+-B 


0 " RAA . © 
200 —N ; savoir : N si a+ b<200";, et 


—200°—N si a+4-b > 300°. Donc dans tout triangle sphé- 
rique où l’on connait’ deux côtés à et-b et l’angle compris C, 
on peut trouver directement’ehacune des quantités + c, 
Mu ee par la résolution d’un triangle rectiligne 
rectangle où l’on connaît les deux côtés de l'angle droit. 


Il résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M où 


À — B n =(a—b 
par la formule tang M — Pak da ot+C, on 


sin+(a-tb) L 
peut calculer le troisieme côté par nu “He SR TC 


sin (a—b)cos+C  sin<(at+b)sim; # 
sir M +} cos M 


N. B. Les formules trouvées dans ce paragraphe s’appliqueront 
aisément à la résolution du cinquieme cas des triangles sphériques, 
puisque celui-ci peut se rapporter au troisieme par la propriété du 
triangle polaire. 
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$. IV Résolution d’un triangle sphérique dont deux côtés 
sont peu différents de 100° 


civ. Soient a et à les deux côtés donnés peu différents 
de 100°, on propose de déterminer l’angle C par le moyen 
des trois côtés a, b, c. 


Si les côtés a et b étaient exactement égaux à 100°, on 
aurait C—c ; donc a et b différant très-peu de 100°, l’angle 
C aura pour mesure un arc très-peu différent de c. Soit à Es 
1004, b—100°+6, C—c+-x; si on substitue ces va- 

co$ C— cos à cos b 


leurs dans l'équation cos C — on aura 
» 


sin a sin b 
a COS C— Sin x sin 6 À 1 
cos (c++ x) = —————. Mais puisque. et 6 sont 
COS & COS € 
supposés très-petits, on peut en négligeant seulement les 


termes où 4 et 6 montent au quatrieme degré, faire 


2, 2 


:Œ 


ns nu ce 0 DL CP 

2 2 

COS C— a 6 

ASP) © — a UHR EE) core — 46 
a RE TE + 


Or, en Frs le quarré de x, on a cos (c+x)—= cos c— 
x sin c; donc 
ae ——+ (a? +- 6°) cos c 


Strt C 


Et puisque x est du second ordre par rapport à s et 6, on 
voit qu'il n’y a de négligées dans cette valeur que les quan- 
tités du quatrieme ordre. Soit + (46) —p,i(a—€)=9g, 
OUx—p+q,6—p—Q, On aura sous une forme plus “ul 


ques ©) - 1e =) 
ep: + Li tang = c — 4  cot c. 


Sir Sin C 


Cette valeur est exprimée en parties du rayon ; mais comme 
dans la pratique p et q sont données en secondes, si l’on 
veut que x soit exprimé aussi en secondes , il faudra faire 


EU S 
LENS Era cot—c, 


R 


KR étant le nombre de secondes contenues dans le rayon, 


* xxx V. 


424 TRIGONOMETRIE. 
uombre dont le logarithme — 5..803880r1. Connaïissant x, 
on aura l’angle cherché C —c+4-x. 

La formule que nous venons de trouver est utile dans les 
opérations géodésiques pour réduire à l'horizon les angles 
observés dans des plans inclinés ; elle est plus expéditive et 
demande des tables moins étendues que la formule du cas 
premier des triangles sphériques , dont nous avons donné 
un exemple (n° 93). Cependant, si les élévations ou dé- 
pressions « et 6 étaient de plus de 2 ou 3 degrés , il serait 
plus sûr de se servir. de la méthode générale. 


LL 


$. V. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont 


trés-petits par rapport au rayon de la sphere. 


cv. Lorsque les côtes a, b,c, sont très-petits par rap- 
port au rayon de la sphere , le triangle proposé est peu 
différent d’un triangle rectiligne ; et, en le considérant 
comme tel, on peut en avoir une premiere solution appro- 
chée , mais on néglige de cette maniere l’excès de la. somme 
des angles sur 200°. Pour avoir une solution plus appro- 
chée , il faut tenir compte de cet excès, et c'est ce qu'on 
peut faire très-aisément , au moyen d'un principe général 
que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphere sur laquelle est situé le trian- 
gle proposé, si l’on imagine un triangle semblable tracé sur 
la sphere dont le rayon est r , les côtés de ce triangle seront 

a b'1536 | 
COS. — — COS.— COS = 
r NEA 


C 


, —, et on aura cos À — 
# 


2 


Ni S$ 


V1 


SN — SUN — 
r r 


r est fort grand par rapport à a, b, ec, om aura d’une 
4 


ME PA ARR Nr EN 
maniere très - approchée * cos RL 7 5.0 2: HAN 
b b° bi c c c° 
RIBTT TS rien cos AMONT 3. SUR ; 

b b b° € C c° ; 
Se > SM == - — —. Substituant ces 


. Mais puisque, 


3 


nt CEE ne 


6! sir dits et 
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valeurs dans l'équation précédente, et négligeant les termes 
de plus de quatre dimensions en &, b, c, on aura 

bte — at at bte chip ie" 


dr 24r* je FT 
= b? C” ) 
Le #15 
7 67 YO 


Multipliant les deux termes de cette fraction par 1 + 


bc 
67° 
et réduisant, on aura | 
D+c—a*  af+bt+ ct 2a8b-9 ac —-2b°c? 
2bc ts 24dcr° 
Soit maintenant A’ l’angle opposé au côté a, dans le trian- 
gle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux. 
b°+-c°—a° le 


arcs a, b,c; on aura cos À'— FARINE et 4 b°c°sin° A" 
2 be | 


—=92a b+92a cc +92b®c— at— bf— cf. Donc 


cos A — 


Cr 
cos À = win MNT 2 sin? A'. 


Soit À — A'+ x, on aura en rejetant le quarré de x, 


bc 
cos A cos À'— x sin À’, d’où l’on voit que Er eee A"; 


dé 
: ae” | 2 bat 
et puisque x est du second ordre par rapport à = tt) il 
\ Tr: 


s'ensuit que ce résultat est exact aux quantités près du 
quatrieme ordre. On aura donc 


à 0 ! bc ! 
À = A'+- —— sin A”. 
Ori 


Mais + bc sin A'est l’aire du triangle rectiligne dont 4, b,c 
sont les trois côtés , laquelle ne differe pas sensiblement de 
celle du triangle sphérique proposé. Donc, si l’une ou l’autre 


ù k 2 a 
aire est appelée &, on aura À —A'+- 372? ou AR AT TE ne 
r r 


à j & 7 (ARR 
On aurait semblablement B'—B— ed CPC out 
7 o7 


il'en résulte A!+ BR’ +-C' ou 200°— À + B4C——. On 
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j à ) œ o $ 3 : ? 

peut donc considérer — comme étant l'excès de la somme 
'R 


des trois angles du triangle sphérique proposé sur deux 
angles droits. Cela posé, on a ce théorême remarquable qui 
réduit la résolution des triangles sphériques très-petits, à 
celle des triangles rectilignes. 

Etant proposé un triangle sphérique dont les côtés sont 
trés-petits par rapport au rayon de la sphere , si de chacun 
de ses angles on retranche le tiers de l’exces de la somme des 
trois angles sur deux droits , les angles ainst diminués pour- 
ront étre pris pour les angles d’un triangle rectiligne , dont 
les côtés sont égaux en longueur à ceux du triangle sphé- 
rique proposé , où en d’autres termes : 

Le triangle sphérique très-peu courbe dont les angles 
sort À, B,C, et Les côtés opposés a, b, c, répond toujours 
a un triangle rectiligne qui a les côtés de méme longueur 
a,b,c, et dont les angles oppnsés sont Are, B—x<e, 
C—;5e,e étant l’exces de la somme des angles du triangle 
sphérique proposé sur deux angles droits. 


cvi. L'exces € ou — , qui est proportionnel à l’aire du 
r 


triangle , peut toujours se calculer a prior: par les données 
du triangle sphérique considéré comme rectiligne. Si deux 
côtés à, c, sont donnés avec l’angle compris À, on aura 
l’aire 4 — +b c sin À ; si on donne un côté a et les deux 
. san B sim C 

StR (B+C) 


. X : ; 
Ensuite on aura €——R,R étant le nombre de secondes 
F' 


a 


pi” 


angles adjacents B , C, on aura l'aire à — 


comprises dans le rayon, et de cette maniere £ sera exprimé 
en secondes. 


Pour appliquer ces formules aux triangles tracés surla 


surface de la terre, considérée comme sphérique (x), il 


(x) Dans les opérations géodésiquesl es triangles sont le plus sou- 
vent formés entre trois stations inégalement éloignées du centre de 
la terre; mais, par des réductions couvenables , on substitue aux 
triangles observés les triangles qui résultent de la projection des sta- 
tions sur une même surface sphérique perpendiculaire à la direction. 
de la pesanteur, 
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faudra supposer que les côtés a, b, c, ainsi que le rayon de 
la terre 7 sont exprimés en metres. Or, puisque le quart 
du méridier +r r est égal à 10000000 metres , on en conclut 
log r = 6. 8033807; d’un autre côté le rayon R exprimé en 
secondes , a pour logarithme 5,803880o1. Donc si au loga- 
rithme de l’aire &« exprimée en metres quarrés , on ajoute 
le logarithme constant 2.196119 , et qu’on retranche dix 
unités de la somme, on aura le logarithme de l’excès € 
exprimé en secondes. 

Connaïssant € on retranchera ou on supposera retranché 
3 € de chaque angle du triangle sphérique proposé ,.et alors 
dans le triangle rectiligne formé par les côtés a, b,c, et les 
angles A’— A'—<e, B—B—1{je,C—C— 5e, on aura 
les données nécessaires pour en déterminer toutes les par 
ties. Ainsi on connaîtra en même temps celles du triangle 
sphérique proposé. 

Gvit. Exemple. Soient donnés l'angle C et les deux côtés 
a et b, savoir : 

C7933,:10/09 7, 24 F5 
log a = 14.5891503 F 
log b = 4.521927: 

la quantité 2 a b sin C qui représente l’aire du triangle, 
aura pour {logarithme 8.780655 , à quoi ajoutant 2.196192, 
on aura log e— 0.976617, partant se 09".48et5e—3". 16. 
Cela posé, il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel 
on a les deux côtés a et b comme ci-dessus , et angle 
compris C'=— 123° 19 96”. 07. Pour cet effet, nous sui- 
vrons la méthode du n° 56, 


D. 4.5891503 tang (® — 50°) ..... 8.8878392 
D 24453 r0271 COR EN A eo 9-8381110 
... 0.067223 A'—B 
en A Cr 2252 lang —........ 8.7259b02 
2 
P—54 90" 747.72 AT CR ï 
100°3C —61 bg 98 .035 ARIANE Non 3 38 59" .2 
a (4 — 38 Lo 1 -97 A! B' 
| SUR DS NAME UT: + 07 
2 


AU NT ITONAT T0 
Bas MS ON 1169, 1 e0 
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Il reste à déterminer le troisieme côté €, ce qui se'fera par 
k î nb se sin C' St or M 
l'équation c— TITRE | 

ares...  4-b891505 di 

sin À’...  9-:758b4893 * 

différence 4:8036610  ::-:... + _4-8036610 


sin C':::. 9-:970b008 sin B':.. 9:7182661 


log c —=..' hL-7741018 log b = W-5219271 
Done dans le triangle sphérique proposé, les éléments qu'il 
fallait trouver sont : 

LA = 1470440240 
B—35 1 65 .85 
Log c—k4.77h1618, ou c=59451" 256. 

N. B. La méthode donnée dans ce paragraphe peut servir aussi à 
résoudre les triangles dans lesquels deux côtés seraient très-peu diffé- 
rnts de 200° et le troisieme très-petit. Car en prolongeant les grands 

-côtés A'C, A'B, on aura un triangle sphérique BCA , dont les trois 
côtés ser très - petits. 


$. VI. Des triangles sphériques dont deux angles sont 
(res- aigus. 

cviu. Soit ABC le triangle sphérique preposé dans leque 
À et B sont deux angles très-aigus ; soit LMN son triangle; 
polaire, de sorte qu’on ait MN — 260°— À et LN=200 -B.. 
Si on prolonge les ares NM , NL, , jusqu’à leur reñicontre.en. 
K ,il est clair qu'on aura KM—A,, et KL=B, le triangle 
LKM aura donc ses côtés très-petits , et 1l sera dans le cas 
d’être résolu par la méthode du paragraphe précédent. 
Soient A’, B!, C', les trois angles et a’, b', c' les trois côtés 
du triangle LKM, on aura de db 

AE MER RNA Eat 2 RME 

B' LME = ste ble LIGNE NB 

C' = LKM := 200°—c  c'— LM — 200° —€C: 


Donc trois éléments connus dans le triangle ABC en don- 
nerGnt trois dans le triangle LKM, et par conséquent trois 
aussi dans le triangle rectiligne auquel le triangle LKM 


hé 


pe 0 Ain, 9.2 +: 1 
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peut être ramené: or celui-ci étant résolu, on aura là 


solution du triangle LKM , et de là celle du triangle pro- 
posé ABC. ÿ 


aix. Soit par exemple, A—3°, B—2° et le côté adjacent 
e—10°, les données du triangle LKM, ou plutôt A'B'C, 
DnDa =5", D 9°, et l'angle compris C’—bo°. Par 


le moyen de ces données, on trouve l'excès sphérique € 
La! b' sin C! 
Mr ps à —333".2r, etle tiers de € étant retranché 


de C’, le reste sera 49° 98’ 88".93. Il faut donc résoudre 
un triangle rectiligne dans lequel on a les deux côtés a'— 
30000", b'— 20000", etl’angle compris CM 98! 88". *: 
DE trouvera les deux autres angles A" — 103° 6," 86”.33,, 
7—= 46° 36" 28" .75 , et le troisieme côté LERETTE 36; 
Mare donc+€ aux TL A'etB" du triangle rectiligne, 
afin d’avoir lesangles À’, B' dutriangle sphérique, on aura 


pour la solution cherchée ee 
À! — a— 10365 '97".40 & 
De 0 EE AO ne Sr 
—= 200° — c'— 197 87 55 .64 


. $. VII. Du polyazone régulier de dix-sept côtés. 


ex. Nous terminerons ces applications du calcul trigono- 
métrique en donnant , d’après l’excellent ouvrage de Gauss 
cité page 112, la maniere d’inscrirele polygone régulier de 
17 côtés par la simple résolution des équations du second 
degré. 


5 
Le 


Soit l'arc Es 
17 | 
cos P+cos 3D+-cos DP+cos7 P+cos 9P+cos 1 1 D+cos 13P+ cos 1 DP—+. ; 
Car si on appelle le premier membre P, et qu’on multiplie: 
tous ses termes par 2 cos ® ; qu ’ensuite on change chaque 
produit de deux cosinus en cosinus d’arcs simples d’ après 
la formule : 


2 cos À cos B— cos(A-HB)+ cos (AB) 


= ®, je dis d’abord qu'on aura l'équation 


on aura 


2 P cos P— 1-12 cos 29-+-2 cos AD+-2 cos 6D.. RE 2 cos 14P-4- cos 15 D 


% 


430 TRIGONOMÉTRIE. 

Or puisque 17 /— 200", on a cos 2 — cos (200°— 15P)— 
— cos 15 ®, cos 4 ® = cos (200°— 13 P)—= — cos 13 9, et 
ainsi de suite jusqu’à cos 16? —— cos ®. Donc 

2P cos P=1-2 cos 152 cos 13 P—2 cos119...—2 cos 3 P—cosP 
ou2Pcos P— 1+-cosP—2P,ou2P (1+cos P)= 14 cos 9. 
Donc P—:. | 


Cela posé, je partage la somme des termes qui composent 
P en deux parties , savoir: 


æ = cos 3 ® + cos 59 + cos 7 P cos 11 P 

y = cos P +- cos 9 P +- cos 13 DH cos 15 D. 
J'aurai donc d'abord 4-7 —*À; je multiplie ensuite les 
quatre termes de x par les quatre termes de y, et chan- 
geant les produits de cosinus en cosinus d’arcs simples, 
j'obtiens, toutes réductions faites , 


2 y WP 2 (cos 2 ® + cos 4? + cos 6 D. . + cos 169) 
ou æ ÿ——2(cos 15 ® +- cos FRERES +0: Sr” 


ou enfin x ÿY—=— 1. 


Au moyen dé ces équations on trouve 
RE 7 or AIT NE TT OT 
Maintenant si l'on partage de nouveau les sommes x et y 
chacune en deux parties, savoir : 
TZ SH-t Y=u+3 
= cos 39 + cos5® u — cos 9 + cos 13 P 
t— cos 7 P+-cos119 z—cos9® +cos1 9, 
on trouvera semblablement 
$ = —i HT. 
De sorte qu’on pourra déterminer les quatre nombres s, #, 
u,2, à l’aide de deux nouvelles équations du second degré. 


Enfin connaissant cos ® +-cos 13 ® —u et cos © cos 13 ® 
= + (cos 129 + cos 14 P)— —+(cos3P+Hcos5P)—= —2s, 
on obtiendra, par une quatrieme équation du second degré, 
la valeur de cos ® , et de là celle du côté du polygone pro- 
posé , laquelle est 2 sé ® ou 21/(1— cos* ®). 


Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses équations , elle tient à une théorie très- délicate, 
fondée sur l’analyse indéterminée, et dont il faut voir le 
développement dans l’ouvrage même de Gauss, ou dans 
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l'Essaisur la théorie des nombres, deuxième édition. On y 

trouvera la démonstration complete de ce théorême très- 
beau et très-général : | 

« Si le nombre z est premier , et que 7 — 1 résulte du 


« produit des facteurs premiers 2° 30/6 , etc. la division 
« du cercle en z parties égales pourra toujours se réduire 
« à la résolution de « équations du deuxieme degré, 6 du 
«troisieme , y du cinquieme , et ainsi de suite ». 
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